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  2 و1رياضي
 
 
 
  

  

  تابع
 متناظر y از اين حوزه يا دامنه مقدار معيني براي متغير x گويند اگر به ازاي هر D در حوزه تعريف x را تابعي از متغير yمتغير  :تعريف تابع

 )2y = 1y ( داشته باشيم) x1 و 2y(و ) 1x و 1y(ا براي هر ي. باشد

  :هاي نمايش توابع روش
 y=f(x) ضابطه تحليلي، -1
 

 logx2+2y=x :لمثا 

f ضابطه ضمني -2 (x, y) = D 
 

  lny2ycosx+x= 2: مثال 
  
 

  .در هر صورت نمايش تابع، بايد تعريف آن صادق باشد: نكته  
  .دهند  نمايش ميDfهايي كه در معادله تابع صدق كنند را دامنه تابع گفته و با xمجموعه تمام : دامنه تابع
  .دهند  نمايش ميRfهايي كه در معادله تابع صدق كند را برد تابع گفته و با yام مجموعه تم: برد تابع

  انواع تابع
f  :  تابع يك به يك-1 (x ) f (x ) x x= ⇒ =1 2 1 2  
ffپوشا است اگر f  : تابع پوشا-2 : X Y Y R→ ⇒ =  

fxدوره تناوب و : T  : تابع متناوب-3 D f (x T) f (x)∀ ∈ ⇒ + =  
  

T، برابر T با دوره f در صورت متناوب بودن f(ax)دوره تناوب تابع : نكته  
a

  .باشد  مي

  f(-x)=f(x)ها يا yتابع متقارن نسبت به محور :  تابع زوج-4
  f(-x)=-f(x)تابع متقارن نسبت به مركز يا :  تابع فرد-5
  : تابع صعودي و اكيدا صعودي-6

x: تابع اكيدا صعودي x y y> ⇒ >2 1 2 x:  و تابع صعودي1 x y y> ⇒ ≥2 1 2 1  
  : تابع نزولي و اكيدا نزولي-7

x: تابع اكيدا نزولي x y y> ⇒ <2 1 2 x:  و تابع نزولي1 x y y> ⇒ ≤2 1 2 1  

  :معرفي برخي توابع خاص
]  :  تابع جزء تصحيح- ]y x n ; n x n= = ≤ ≤ +1  
xy  :  تابع نمايي- a , a ,a= > ≠1D  
x  : تابع لگاريتمي-

ay log , a , a= > ≠1D  

2 و 1رياضي
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 y=sinx : تابع سينوس-

( )sin x sin xπ − )    و    = )sin x k sin x+ + π = −2 )   و    تابع فرد 1 )sin x sin x− =   خواص   : −
  y=cosx  :  تابع كسينوس-

( )cos x cos xπ − = )     و    − )cos x k cos x+ + π =2 )   و   تابع زوج 1 )cos x cos x−   خواص   : =

)  :  تابع تانژانت- )y tgx , x n ; n zπ
= ≠ − ∈2 1 2  

( )tg x k tgx+ π sin    و     = xtgx
cos x

)    و    = )tg x tgx− =   خواص  :  −
x  :  تابع كتانژانت- n ; n z≠ π y و ∋ cot gx=  
  

  .باشد  ميπ و دوره متناوب تانژانت و كتانژانت π2همانطور كه ديده شد دوره تناوب تابع سينوس و كسينوس، : توجه  
  : مهمروابط مثلثاتي

sin x cos x , cos x sin x , tg x cot gxπ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + = − + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠2 2 2  

( ) ( )sin a b sin a cos b cosa sin b , cos a b cosa cosb sin a sin b± = ± ± = ∓  

( ) ( )tga tgb cot ga . cot gbtg a b , cot g a b
tga. tgb cot ga cot gb
± ±

± = ± =
1

1∓ ∓
 

sin a sin a cosa , cos a cos a sin a cos a sin a= = − = − = −2 2 2 22 2 2 2 1 1 2  
tga tga tg atg a , sin a , cos a
tg a tg a tg a

−
= = =

− + +

2
2 2 2

2 2 12 2 2
1 1 1

 

sec a tg a , cosc a cot g a
cos a sin a

= = + = = +2 2 2 2
2 2
1 11 1  

a b a bsin a sin b sin cos±
± = 2 2 2

∓  
a b a b a b a bcosa cosb cos cos , cosa cos b sin sin+ − + −

+ = − = −2 22 2 2 2  

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

sin a cosb sin a b sin a b

cosa cosb cos a b cos a b

sin a sin b cos a b cos a b

= + + −

= + + −

= − + − −

1
2
1
2
1
2

 

  توابع معكوس و معكوس توابع
fدر تابع  ff : D R→ با ضابطه y=f(x)معكوس تابع، رابطه روبرو است :  f ff : R D− →1  

  .پذير باشد بايد حتما يك به يك باشد گر تابعي بخواهد معكوسا

  :توابع مثلثاتي معكوس
( )f (x) sin x f x Arcsin x−= ⇒ =1  

A تابعي صعودي و فرد و Arcsinx: نكات rcsin xπ π
− ≤ ≤2 2  

f (x) cos x f (x) Arccos x−= ⇒ =1  
Arccosxنزولي و تابعي نه زوج و نه فرد است  .A rccos x≤ ≤ πD  
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f (x) tgx f (x) Arctgx−= ⇒ =1  
Arctgx صعودي و فرد است و Arctgxπ π

− ≤ ≤2 2  
  :برخي روابط

( ) ( )

( ) ( )

sin A rcsin x x , sin A rccos x x

cos A rccos x x , cos A rcsin x x

A rcsin x A rccos x

= = −

= = −

π
+ =

2

2
1

1

2

 

  توابع هيپربولك و معكوس هيپربوليك
x x x x x x x

x x x
e e e e sinh x e e esinh x , cosh x , tghx

cosh x e e e

− − −

−
− + − −

= = = = =
+ +

2
2

1
2 2 1

 

cosh x sinh x

cosh x cosh x sinh x , sinh x sinh x cosh x

tgh xcosh x , sinh x
tgh x tgh x

− =

= + =

= =
− −

2 2

2 2

22 2
2 2

1
2 2 2

1
1 1

 

عوض كنيم، ) 2i=-1كه  (i tgh x و cosh x و i sinh x را با tgx و cosx و sinxاگر در هر يك از اتحادهاي مثلثاتي : نكته  
  .شوند  هيپربوليك حاصل مياتحادهاي

sinh x : sinhعكوس تابع م x ln x x− ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 2 1  

)ه  دربازcoshxتابع  , ]−∞ D نزولي و دربازه [ , )∞Dبرد آن .  صعودي است[ ,  به دو شاخه يك x1-y=coshدر نتيجه تابع . باشد  مي1∞(
xمقداري كه به ازاي    :لذا. شوند  معين هستند تقسيم مي1≤

( ) ( )cosh x ln x x , cosh x ln x x− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 1 2
1 2

1 1  

lnاز آنجا كه  x x ln x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 21   . نيز توابعي فرد هستندtgh x و Sinh x.  تابعي زوج استcoshx پس تابع 1

tgh x :  xtghتابع معكوس  x ln
x

− +
=

−
1 1 1

2 1 

  حد و پيوستگي
اگر 

x a
lim f (x) f (a)
→

  . پيوسته گوئيمx=a را در f باشد =

اگر 
x a

lim f (x) f (a)
−→

  . پيوسته چپ گوئيمx=a را در f باشد =

اگر 
x a

lim f (x) f (a)
+→

  . پيوسته راست گوئيمx=a را در f باشد =

   پيوسته است؟x=1زير در   با ضابطةf تابع b و aبه ازاي كدام مقدار : مثال

[ ]

x xf (x) x a
x b x

⎧ −
⎪ >= ⎨ −
⎪ − + ≤⎩

3 1 1

1
 

( ) ( ) ( )f , f b , f b b ,a
a

+ −= = = − + = − + ⇒ = ≠
−

1 1 1 1 1 1 11
D D :حل   
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.  تابع را پيوسته كردx=a برابر حد تابع در f(a)توان با تعريف   حد داشته باشد ولي تعريف نشده باشد، ميx=a در fاگر تابع : نكته  
  .گويند» رفع شدني« نقطه به اين

  

xxf چند باشد تا تابع f(2): مثال   (x) −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2

  . پيوسته باشدx=2 در 2

x  : حل x x
x x x

x x xf ( ) lim lim lim e−
→ → →

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1 1 1
2 2

2
22 12 2 2D D

  

  مشتق و كاربرد آن
پذير گوئيم هرگاه   مشتقx=a را در f تابع :پذيري مشتق

x a

f (x) f (a)lim
x a→

−
−

) تابع   موجود باشد كه آن را مشتق )( )f a f′ در x=aگوئيم  .  

)فرمول دوم مشتق ( ) ( )
x

f x a f a
lim

x→

+ −

D
(  

( )
x a

f (x) f (a)f a lim
x a−−

→

−′ =
−

)مشتق چپ            و                :  )
x a

f (x) f (a)f a lim
x a++

→

−′ =
−

  مشتق راست :

): 1نكته    )f a′ و حد آن ( )
x a
lim f x
→

⎛ ⎞′⎜ ⎟
⎝ ⎠

  . لزوماً برابر نيستند

  
  

  .تر است ها استفاده از تعريف مناسب مشتق برخي  براي محاسبة: 2نكته   
  
  

) در شرط روبرو صدق كند، fاگر تابع : مثال   )f a′كدام است؟   

( ) ( )f x
x, y R : f x y f (x) f (y) xy , lim b

x
∀ ∈ + = + + =  

)   :حل ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x a x x

f x f a f x a f a f x f a xa f a f x
f a lim lim lim lim a b a

x a x x x→ → →

− + − + + − ⎛ ⎞
′ = = = = + = +⎜ ⎟− ⎝ ⎠D D

  

  .فاده كنيمهمانطور كه در مثال ديده شد گاهي در حل مسايل لازم است از فرمول دوم مشتق است
  

ها از آن  هاي مماس يا عمود بر منحني از آنجا كه مشتق شيب خط مماس در نقطة مفروض است لذا جهت محاسبه معادلة خط : نكته  
  . شود استفاده مي

  :قضاياي مشتق
)   : مشتق مجموع تعداد متناهي از توابع برابر مجموع مشتقات آنهاست-1 )u v ... w u v ... w′ ′ ′ ′+ + + = + + +  
): ضرب دو تابع حاصل مشتق -2 )uv u v uv′ ′ ′= ): به همين صورت  + )uvw u vw uv w uvw′ ′ ′ ′= + +  

u:  مشتق خارج قسمت دو تابع-3 u v uv
v v

′ ′ ′−⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠ u: به همين صورت  2

u u

′ ′−⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠ 2
1  

):    مشتق تابع مركب-4 )( ) ( )f g(x) g '(x)f g(x)′ ′=  
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 و استفاده از فرمول بالا، Lnتوان با گرفتن  باشند و نيز توابع تواني را مي كه به صورت حاصلضرب ميمشتق توابعي : نكته  
  .محاسبه كرد

  
cosمشتق تابع : مثال   xy sin x=را محاسبه كنيد .  

  

)   :حل )Lny cos x Ln sin x=گيريم  حال از دو طرف مشتق مي:  

( ) ( )cos xy cos x cos xsin x Ln sin x cos x y sin x sin x Ln sin x
y sin x sin x

⎛ ⎞′ ⎛ ⎞ ′ ⎜ ⎟= − + ⇒ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
 

):  مشتق تابع معكوس-5 )( )
( )( )

f x
f f x

−
−

′
=

′
1

1
1  

   :مشتقات معروف
( ) ( ) ( )x x x xx x Lnx , a a Lna′ ′

= + =1  

( ) ( )Arccos x , Arcsin x
x x

−′ ′= =
− −2 2
1 1

1 1
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tgx tg x , Arctgx ; cot gx cot g x , Arccot gx
x x

−′ ′ ′ ′= + = = − + =
+ +

2 2
2 2

1 11 1
1 1

 

( ) ( ) ( )( )
nn

n
n

n! n, sin x sin x
x x +

− π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠1

11
2   مشتق n ام: 

( ) ( )sinh x cosh x , cosh x sinh x′ ′= =  

y و y=mx+h زاوية بين دو خط :نكته   m x h′ ′= m  :  برابر است با+ mtg
mm

′−
θ =

′+1  

′mm اگر - =   . باشد دو خط بر هم عمودند1−
  

) فاصله نقطه :نكته   )x , yD D از خط ax by c+ + = Dبرابر است با  :  ax by c
AH

a b

+ +
=

+2 2
D D  

fاي خارج از منحني، رابطة  يافتن معادلة خط مماس بر منحني از نقطهبراي  (x) y
f (x)

x x
− ′=

−
1

1
aو نقطة مماس . نمائيم  را استفاده مي

b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 و 

yيابيم سپس از رابطة  شيب را مي b f (x)(x a)′− =   .نويسيم  معادله را مي−

F(X)د بر منحني از نقطة خارج آن از رابطة براي يافتن معادلة خط عمو y
x x f (x)

− −
=

−
1

1
  .كنيم  استفاده مي1

  :قاعدة هوپيتال
D(در محاسبه حدهاي مبهم 

D
∞ يا 

∞
: توان از آن استفاده كرد مي...)  يا 1∞ يا 

x a x a

f (x) f (x)lim lim
g(x) g (x)→ →

′
=

′
   

  . استa در g و fپذيري  شرط استفاده از اين قاعده، مشتق
  

  . بگيريم و با ايجاد كسر فوق، از قاعدة هوپيتال استفاده نمائيمln يا مشابه بايد از دو طرف 1∞ در محاسبة حدهاي :نكته  



 
 

66  صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  بسيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي 
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   :سري تيلور
(n)

n
n n

f (a)f (x) c c (x a) c (x a) ... c (x a) ... ; c
n!

= + − + − + + − + =21 2D 

   :لورنبسط مك 
(n)

nf ( ) f ( ) f ( )f (x) f ( ) x x ... x ...
! ! n!
′ ′′

= + + + + +2
1 2
D D DD  

   :هاي مهم بسط
n

xx x x x xLn( x) x ... e x ... ...
! ! n!

+ = − + − = + + + + +
2 3 2 3

1 12 3 2 3  

( )
n nx x x x x xsinh x x ... ... cosh x ... ...

! ! n ! ! ! ( n)!

x x x xsin x x ... , cos x ...
! ! ! !

+

= + + + + + = + + + + +
+

= − + − = − + −

3 5 2 1 2 4 2

3 5 2 4

13 5 2 1 2 4 2

13 5 2 4

 

f  :مشتق تابع قدر مطلق (x)g(x) f (x) g (x) f (x)
f (x)

′ ′= ⇒ =  

 متغير خواسته شده مشتق  براي حل مسايل مربوط به اين قسمت ابتدا بايد تابع ضمني را بيابيد سپس نسبت به:هاي وابسته آهنگ تغيير كميت
  .بگيريد

  
سرعت ساية شخص را بر حسب . كند  حركت ميH به سمت تير چراغي به ارتفاع V و با سرعت H با قد يدر شكل، شخص: مثال  

h و H و Vبه مقادير ثابت و متغير بايد دقت كنيد. ( به دست آوريد(  
   x= راغ     و     فاصلة شخص تا چy= فاصله سايه سر تا چراغ  :حل

  
  

y x h dx dx dy dy H(H h)y Hx , V H (H h) V
y H dt dt dt dt H h
−

⇒ = ⇒ − − = = ⇒ − + − = =
−

D D  

f رابطة y و x بين اگر: نكته   (x, y) = D برقرار باشد در اين صورت مشتق yبرابر است با  :  
f

dy x
fdx
y

∂
∂= −
∂
∂

  

  :نقاط بحراني
f) 1   :اي كه در آن يكي از دو شرط روبرو برقرار باشد نقطه (a)′ = D  2( f (a)′موجود نباشد .  

  :انواع نقاط بحراني
   نقاط ناپيوستگي تابع-

f   :زاوية بين دو مماس برابر است با : نكته(دار   نقاط زاويه- (a) f (a)
tg

f (a)f (a)
′ ′−

α =
′ ′+

1 2
1 21(  

  هاي چپ و راست مختلف العلامه مشتق:  نقاط بازگشت-
  )دهد  تغيير علامت مي"y. (كند  تقعر منحني تغيير مي-و راست هم علامتهاي چپ  مشتق:  نقاط عطف قائم-
  )دهد  تغيير علامت مي"y(كند   تقعر منحني تغيير مي-العلامه هاي چپ و راست مختلف مشتق:  نقاط عطف افقي-
  مشتق صفر و تغيير علامت مشتق:  نقاط ماكزيمم و مينيمم نسبي-

  بـه (a, b) در بازه c آنگاه وجود دارد يك نقطة f(a)= f(b)پذير باشد و نيز   مشتق(a, b) پيوسته و در بازة [a, b] در بازه fاگر تابع : قضيه رل
fقسمي كه  (c)′ = D.  

H 
V 

h 
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 بـه طـوري كـه    (a, b) در بـازة  cپذير باشد آنگاه وجـود دارد نقطـة     مشتق(a, b) پيوسته و در [a, b] در بازه f اگر تابع :قضيه مقدار ميانگين

f (b) f (a)f (c)
b a
−′ =
−

.  

f  دپذير باشن  مشتق(a, b) پيوسته ودر g و f تعميم قضية مقدار ميانگين، اگر  :قضية كوشي (c) f (b) f (a)
g (c) g(b) g(a)
′ −

=
′ −

  

  
f در قضية مقدار ميانگين تابع cمقدار : مثال   (x) Arcsin x= وقتي x≤ ≤1Dاشد را تعيين كنيد ب.  

  : حل

f (x) ; f ( ) , f ( ) c
x c

π
−π′ = = = ⇒ = ⇒ = −
− π− −

22 2
1 1 421 12 11 1

D
D D

D
 

,a) در بازة    f و   gاگر  : قضيه نامساوي  f داشـته باشـيم      x>aپذير بوده و به ازاي هـر           مشتق ∞( '(x) g '(x)≥    همچنـين f   و g   در x=a داراي  
fمقادير مساوي باشند آنگاه خواهيم داشت  (x) g(x)≥.  

  .كند  اختيار مي[a, b] در بازه f(b) و f(a) هر مقداري را بين f(x) پيوسته باشد آنگاه [a, b] در بازه f اگر تابع :قضيه مقدار مياني
  

xهاي معادلة  تعداد ريشه: مثال   sin x , را در بازه 1= π⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦2
Dتعيين كنيد .  

f (x) xsin x ; f ( ) , f π π⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠2 2D D  

,در نتيجه چون  π⎡ ⎤∈⎢ ⎥⎣ ⎦
1 2D است و همچنين f(x)صعودي است در نتيجه در اين بازه معادله دقيقاً يك ريشه دارد .  

  :قضيه تله موش
h(x):  داشته باشيم  a و در يك همسايگي      (L) داراي حدي برابر باشند      x=a در   g و   fاگر   f (x) g(x)≤  x=a نيز در f در اين صورت تابع    ≥

  . استLداراي حدي برابر 

  نمونه سوالات
   حد مقابل كدام است؟-1

x

Arctgx Arcsin xlim
x→

−
3D

  

1 (1
2  2 (−

1
2  3 (1

3  4 (−
1
3  

  

x در رابطه f تابع -2 Lnx xf (x)
x

⎧⎪ − ≠= ⎨
=⎪⎩

2 2 D
D D

  كدام صحيح است؟. كند  صدق مي

1 (f 2   تنها داراي دو مينيمم نسبي است (fداراي نقطه عطف است   

fمعادلة ) 3 (x) π
= fمعادله ) 4   دو ريشة حقيقي دارد3 (x) x=ريشة حقيقي داد دو   

,x اگر -3 y : f (x, y) f (x)f (y)∀ ∈ f و \= ( ) ≠D D آنگاه دامنة تابع g(x)
f (x)

=
   كدام است؟1

1 (R 2 ([ , )∞D  3 ([ , ]−11  4 ({ }D  
x) مشتق دهم تابع -4 )f (x) x e −= 2 x در 1 =    كدام است؟1
1 (91 2 (101  3 (111  4 (121  
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  2 و1رياضي
y روي آن برابر(x, y) در هر نقطهy=f(x) ضريب زاوية خط قائم بر منحني تابع معكوس تابع-5 +2 fاگر. باشد مي1 ( ) =1Dباشد  .f ( )2

  كدام است؟
1 (32 (5-  3 (6-  4 (7  

  :حل نمونه سؤالات
  با استفاده از مك لورن توابع. صحيح است: 1-2

x x

x x x x
Arctgx Arcsin xA lim lim

x x→ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = −

3 3

3 3

1 1
13 6
2D D

  با استفاده از مك لورن توابع. صحيح است: 2-4

x x
f (x) x x ; y lim f (x) , lim f (x)

x →∞ →
′ = − = ⇒ = ± = = +∞ = +∞

22 1 1
D

D  

)هاينقطه , )D Dو ( , ) و11−( , f همه مينيمم نسبي هستند و11( "(x)
x

= + >2
22 Dمنحني نقطة عطف ندارد .  

fمعادلة (x) π
= x دو ريشة حقيقي مثبت يكيf(x)= xمعادلة.  داراي چهار ريشة حقيقي است13< =1 x و ديگري1 >2   . دارد1

  با استفاده از مك لورن توابع. صحيح است :3-1
x

x
gf (x) a g(x) a D

−
= = ⇒ =2 \  

  با استفاده از مك لورن توابع. صحيح است :4-3
n

x

( )

x xf (x ) (x ) e f (x ) (x x )( x ..................) C
! n! ! ! !

f ( ) !C

+ = + ⇒ + = + + + + + + + = + +

⇒ = =

22 2 10
10 10

1 2 11 1 1 2 1 1 2 8 9 10
1 10 111

  با استفاده از مك لورن توابع.  صحيح است:5-2

m f (y) y f (y) y y c f ( ) c f (y) y y f ( )
(f )−

′= − = − = + ⇒ = − − + = = ⇒ = − − + ⇒ = −
′

2 2
1
1 2 1 1 1 2 5D

  
  
  
  

www.engclubs.net
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  2 و1رياضي
  
  
  
  
  

  ها دنباله
fتابع  : n{a را يك دنباله گويند و با →   .دهند  نمايش مي{
  :شود ها جزو توابع گسسته هستند و براي آنها حد به صورت زير تعريف مي دنباله

n nlima L ; M : n M a L= ∀ε > ∃ ∈ ≥ ⇒ − < ε  

  :نكات
  . دنبالة يكنوا و كراندار، همگراست-
  . دنبالة همگرا، كراندار است-
k است كه در آن L نيز همگرا به amn+k همگرا باشد، آنگاه L به an اگر - , m∈ ∈  
  . همگرا باشد، آنگاه حد آن يكتاستL به an اگر -
n همگرا باشد آنگاه an اگر - na a+   . همگرا به صفر است1−

  :صهاي خا دنباله
nمقدار ثابت و قدر نسبت   :  دنبالة حسابي-1 na a d ; d :+ − =1  

dاگر  d دنباله صعودي اكيد و اگر   < dدر حالت .  دنباله، نزولي اكيد است > na  . دنباله ثابت است= a (n )d= + − ⇒1 1  

nمقدار ثابت و قدر نسبت   ) هندسي( دنبالة تواني -2
n

a
q ; q :

a
+ =1  

n
na a q −= 11  

qاگر  >qاله صعودي اكيد و اگر ، دنب1< q باشد نزولي اكيد است و اگر 1>   .ساني است، دنبالة نو>
|اگر  q nlimq باشد 1>| | و اگر = q   . واگراستnq باشد دنبالة 1<|
qاگر  q همگرا به يك و اگر nq باشد 1= =   . واگراستnq باشد 1−

 دنبالة -3
n

n
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

11  

  . استeو حد آن ) همگراست(اين دنباله صعودي اكيد و كراندار است 
n n

x
n x

xlim e , lim e
n n→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

11 1  

دنبالة : توجه  
n

n

+⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

  . استe اي نزولي اكيد و همگرا به  دنباله111

n دنبالة -4
n!

n
  

  .اي نزولي اكيد و همگرا به صفر است اين دنباله، دنباله

nاگر  n
n!a
n

n باشد آنگاه دنبالة =
n

n

ab
a +

=
1

  . استeاي همگرا به   دنباله

  

2 و 1رياضي
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  2 و1رياضي
  

n{aاگر دنبالة : نكته   nاي باشد كه  ونه به گ{

n

a
lim

a
n  :  موجود باشد آنگاه داريم1+ n n

n

a
lim lim a

a
+ =1  

حد دنبالة : مثال
n n!

n
  . را تعيين كنيد

n
n

n n
n

(n )!
n! (n )lim lim limn! en

n n

+
+

+= = =
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
1

1 11
11

 

  ها سري
n{a جملة اول دنباله nاگر مجموع    :  مايش دهيم داريم نSn را با {

n
n n i

i
S a a ... a a

=
= + + + = ∑1 2

1
  

n{Sاز آنجا دنبالة     nlimSنويـسيم      باشـد مـي    Sشود كه اگر  همگرا به          تعريف مي  { S=     و يـا 
n

i
i

lim a S
=

=∑
1

نويـسيم     و بـه اختـصار مـي       

n
n

a S
∞

=
=∑

1
nم سري گوئي  و مي

n
a

∞

=
∑
1

  .گوئيم واگراست در غير اين صورت مي.  استS همگرا به 

  :نكات

n شرط لازم همگرايي سري -
n

a
∞

=
∑
1

  . همگرا به صفر باشدna آن است كه دنبالة 

nنگاه سري  باشد آL همگرا به na اگر - n
n

(a a )
∞

+
=

−∑ 1
1

L همگرا به  a−   . است1

n اگر - nlim na , a≠ n آنگاه سري <
n

a
∞

=
∑
1

  . واگراست

n اگر   - n n
n

a
q lim lim a

a
+= | باشد آنگاه به ازاي      1= q n سري   1>|

n
a

∞

=
∑
1

| همگراسـت و بـه ازاي         q  سـري واگراسـت و بـه ازاي         1<|

| q   .توان گفت  چيزي نمي1=|

n اگر   - na b< n و سري    >
n

b
∞

=
∑
1

n همگرا باشد آنگاه سري      
n

a
∞

=
∑
1

nواهد بود و اگر      همگرا خ  
n

a
∞

=
∑
1

n واگرا باشد، آنگاه سري      
n

b
∞

=
∑
1

 

  .نيز واگرا خواهد بود

i اگر - n
i

a S
∞

=
=∑

1
   باشد خواهيم داشت 

n
i i n n n n

i
(a a ) a a , S S a+ + −

=
− = − − =∑ 1 1 1 1

1
  

حاصل : مثال
m

n
A sin nx

=
= ∑

1
  . را محاسبه كنيد

xsin2ين را در طرف: حل   :كنيم  ضرب مي2

m m

n n

nx xsin sin(n )x n n x n n (n )sin sin nx cos x cos x cos cos x sin xsin x A xsin= =

+− + + +
= − = − = ⇒ =∑ ∑

1 1

12 1 2 1 2 1 1 2 22 22 2 2 2 2 2 2
2
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  2 و1رياضي

nسري  :سري تواني
n

n
S a

∞

=
= ∑

1
|هرگاه .  را سري تواني گويند a   .، سري همگراست1>|

n
n n

a a aS limS
a a

+ −
= ⇒ =

− −

1

1 1  

حاصل : مثال  
n n

n
n

( ) −∞

+
=

+ −∑
1

11

2 1
3

  . را حساب كنيد

nnx n

n
n n n

( ) −∞ ∞ ∞

+
= = =

−+ − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ − +

∑ ∑ ∑
1

11 1 1

2 1
2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 33 3

2 13 3 3 3 3 3 3 12 43 1 13 3

 

سري : سري همساز يا هارمونيك
n n

∞

=
∑
1

  . را گويند كه واگراست1

n سري -
n

n!

n

∞

=
∑
1

nهمانطور كه گفته شد : 
n

n!lim
en

=
 و چون 1

e
<

1   . پس سري فوق همگراست1

  انتگرال
  :ديفرانسيل يك تابع

  :كنيم در مسايل تخمين يك تابع از فرمول زير استفاده مي
( ) ( ) ( )f x x f x f x x′+ Δ + Δ  

   كدام است؟sin31مقدار تقريبي : مثال  
( )

( ) ( ) ( )
f x sin x ;x ; x

sin x x sin x cos x x sin sin cos

π π= = Δ =

ππ π π π π+ Δ + Δ ⇒ + + × = +

6 180
316 180 6 6 180 2 360

 

  :تابع اوليه
 F'(x)= f(x)  : اشيم گوئيم هر گاه داشته ب f(x) را تابع اوليه  F(x)تابع 

)  :  است در نتيجهf(x) نيز تابع اوليه تابع F(x)+c: نتيجه ) ( )f x dx F x c= +∫  

  :هاي مهم انتگرال

x x

x dx x c ;

sin xdx cos x c , cos xdx sin x c ;

e dx e c ;

dx Ln | x | c
x

bx bxdx Arctg c ; dx Arcsin c
ab a b aa b x a b x

α α+

α α

= + α ≠ −
α +

α = − α + = α + α ≠
α α

= + α ≠
α

= +

= + = +
+ −

∫

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

1

2 2 2 2 2 2

1 11
1 1

1

1

1 1 1 1

 

udV: انتگرال جزء به جزء   uV Vdu= −∫ ∫  
( ) ( ) ( )x xtgx dx Ln | cos x | c ; e f (x f x )dx e f x c′= + + = +∫ ∫  

xxحاصل انتگرال : مثال   e dx∫   . را حساب كنيد4
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  2 و1رياضي

( )
( )

x x

x

I x e dx e x x x x x x x dx

I e x x x x c

= = + − − + + − − +

= − + − + +

∫ ∫4 4 3 3 2 2

4 3 2

4 4 12 12 24 24 24 24

4 12 24 24
 

  :گيري تعويض متغير در انتگرال
)در انتگرال معين  )I f x dx=   : را قرار دهيم داريمy تابعي از x اگر به جاي ∫

( ) ( ) ( ) ( )x g(y) dx g y dy I f x dx f (g y )g y dy′ ′= ⇒ = ⇒ = =∫ ∫  

  . حاصل انتگرال مقابل را حساب كنيد: مثال  
( )

dx
x x+∫

1
2

  

( )
xx y dx ydy I ydy I dy Arctg c

yy y
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = = +

++
∫ ∫2

22
1 22 2 2 222

 

)حاصل : مثال   )xx Lnx dx+∫   . را حساب كنيد1
حل:     ( )x x xy x dy x Lnx dx I dy y c x c= ⇒ = + ⇒ = = + = +∫1  

  :قضاياي انتگرال
α,(   خطي بودن انتگرال - βثابت  (  b b b

a a af g f gα +β = α +β∫ ∫ ∫  

b   تفكيك انتگرال  - c b
a a cc [a.b] ; f f f∀ ∈ = +∫ ∫ ∫  

)   (f(c)) مقدار متوسط - )( )b
ac [a,b] ; f f c b a∃ ∈ = −∫  

)  : داشته باشيمa<x<bپذير باشد و به ازاي   انتگرال[a,b] در f اگر : قضيه اساسي اول انتگرال- ) ( )x
aF x f x dx= ∫  

)  :  داريمx در fدر نتيجه با فرض پيوستگي تابع  ) ( )F x f x′ =  
   در رابطه زير صدق كندF(x)پذير باشد و تابع   انتگرال[a,b] در f اگر تابع :قضيه اساسي دوم انتگرال

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b
ax a,b ; F x f x f x dx F b F a′∀ ∈ = ⇒ = −∫  

nIحاصل : مثال   ( x ) dx= −∫
1 2   . را حساب كنيد1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn n nI x |
n n n n

+ + + + −
= − = − − =

+ + + +
1 1 11 1 11 1 12 1 1 12 1 2 2 2 2 2 2  

 پذير باشد، در اين صورت انتگرال تابع معكوس را از رابطه زيـر حـساب           صعودي و انتگرال    [a,b] در   fاگر تابع   : قضيه انتگرال تابع معكوس   
  :كرد

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )f bb

a f af x dx f y dy bf b af a−+ = −∫ ∫ 1  

  . را حساب كنيدeLnxdx∫1حاصل : مثال  
e eyLnxdx e dy e Lnxdx+ = ⇒ =∫ ∫ ∫

1
1 1 1  

   قضيه تقارن در انتگرال معين∗
( ) ( )b b

a af x dx f a b x dx= + −∫ ∫  

)حاصل : مثال   )nx x dx−∫
1   :د را حساب كني1
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  2 و1رياضي

( ) ( ) ( )n n n nI x x dx x x dx I x x dx
n n

+= − = − ⇒ = − = −
+ +∫ ∫ ∫

1 1 1 1 1 11 1 1 2  

  ها   مساحت بين منحني-
  :شود  از رابطه زير تعيين مي[a,b] در بازه y=g(x) و y=f(x) سطح محصور بين منحني -

( )b
aS | f (x) g x | dx= −∫  

) دربازه ox و محور y=f(x)منحني سطح محصور بين : نتيجه )b
as | f x | dx :[a,b]= ∫  

) در بازه oy و محور y=f(x)       سطح محصور بين منحني  )d d
c cs xdy f y dy : c y d−= = ≤ ≤∫ ∫ 1  

  
≥yها وقتي y و محور y=Lnxسطح محصور به منحني : مثال     . را حساب كنيد1≥

ys e dy e= = −∫
1 1  

) و [a,b] از بازه x اگر در هر نقطه : قضيه تخمين انتگرال معين- ) ( ) ( )x f x xψ ≤ ≤ ϕدر نتيجه :  

( ) ( ) ( )b b b
a a ax dx f x dx x dx a bψ ≤ ≤ ϕ <∫ ∫ ∫  

  :محاسبه حجم حاصل از دوران
  :r    حول خط به فاصله b,aحجم حاصل از دوران مستطيل 

)  : فرمول مهم ) ( )V a b r ar ab b r= π + − π = π +2 2 2  
  

  مطلوبست جزء حجم حادث از دوران سطح منحني: مثال  
f(x)+  با محورox بين خطوط x= 2, x= -1 حول خط x=3.  

  
  
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )dv dxf x f x x f x f x x dx= π + − = π − +2 3 2 6  
  

  . را تعيين كنيدx= -1 حول خط y= e+1, y=1 بين خطوط oy و محور f(x)= Lnx+xجزء حجم حاصل از دوران منحني : مثال  
  

( ) ( )

( )( )e

a dy , b x , r

dV xdy x x xdx
x

V x x dx

= = =

⎛ ⎞= π + = π + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= π + +∫1

1
12 1 2

1 2

  

 برابر اسـت  x= c حول خط [a,b] در بازه g,fتوان اثبات كرد حجم حادث از دوران سطح محصور بين دو منحني  با استفاده از روش فوق مي

)  : با ) ( )b
aV | x c | | f x g x | dx= π − −∫ 2  

V  باشد برابر است باd حول خطي كه فاصله مركز ثقل سطح از آن s حجم حادث از دوران سطح بسته به مساحت :قضيه sd= π2  
  
  

a 

b 

r 

a dx=

y

( )b f x= r x= −3

−1 x 2 3 x

−1 x

y

a
r

b
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  2 و1رياضي

  قضيه تعميم انتگرال معين
)پذير باشـند و داشـته باشـيم      نيز مشتقb(x), a(x) پيوسته باشد و b(x), a(x) در فاصله fاگر تابع  ) ( )( )

( )b x
a xG x f t dt=  آنگـاه خـواهيم   ∫

): داشت ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )G x b x f b x a x f a x′ ′ ′= −  
  

)اگر : مثال   ) cos x
x

cos tG x dt
t

=
+

∫ 2 21
) باشد  )G x′كدام است؟   

)  حل ) ( )cos cos x cos xG x sin x x
cos x x

′ = −
+ +2 42

1 1
  

a  : چند نكته a
af (x) f (x)dx f (x)dx−⇒ =∫     تابع زوج2∫

  ( )a
af (x) f x dx−⇒     تابع فرد∫=

  ( ) ( ) ( )at nT T
af x f x dx n f x dx+⇒ =∫   T  تابع متناوب با دوره تناوب ∫

  :ها آزمون انتگرال در سري
( ) ( )n

n
f x dx a a f x dx

∞∞ ∞

=
≤ ≤ +∑∫ ∫11 11

 

nيعني شرط همگرايي 
n

a
∞

=
∑
1

) آن است كه  )f x dx∞
  . همگرا باشد و يا كراندار باشد1∫

سري : مثال  
n n

∞

=
∑ 21

  : است زيرا2 و 1 با توجه به نكته بالا همگراست و مقدار آن بين 1

dx , a
xx

∞ ∞⎛ ⎞= − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ 11 12

1 1 1 1  

  : قضيه انتگرال ريمان-
( )

n

n

b b n n
a

i a

lim lim lima bif f x dx ; a , b
n n nn n n n=

⎛ ⎞ = = =⎜ ⎟→∞ →∞ →∞⎝ ⎠
∑ ∫

1  

limمطلوبست محاسبه حد : مثال   nA Arctg Arctg Arctg
n n n n

⎛ ⎞−
= + + +⎜ ⎟→∞ ⎝ ⎠2 2 2

1 2 1  

n n n

i i i

lim lim limi i iA Arctg xdx
n n n n nn n

− − −

= = =
= = = = =

→∞ →∞ →∞∑ ∑ ∑ ∫
1 1 1 1

2 21 1 1

1 1
2  

  :نمونه سؤالات
) باشد سري f(x)= sinx اگر -1 )

n
f n

=
∑
100

1
   كدام است؟

1 (sin sin /
sin /
50 50 5

0 5  2 (sin sin /
sin /
50 49 5

0 5  3 (sin50  4 (2sin50  
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  2 و1رياضي

c در قضيه مقدار ميانگين براي تابع زير در بازه داده شده باشد c اگر مقدار -2 ce    كدام است؟2−

( )
tx

x
e c cf x dt x ( (

t cc c

c c( (
c c c c

+ +
= ≤ ≤

+ ++

+ +

+ +

∫
2 2 2

2
2 2
2 2

1 11 2 11 1
1 14 3
2 2 2

  

/ حاصل -3
dx

x
∫
1

0    كدام است؟992

1( 80  2 (3Ln2  3 (1  4 (125  

y مساحت سطح حاصل از دوران منحني -4 x x=
2
≥x وقتي 3 ≤    كدام است؟oy حول محور 3

( ( ( (π π π
π

232 166 1164 12 3 2 115 15 15  

) طول نقطه عطف منحني -5 ) xx e−+
2

   كدام است؟1
1 (x=0   2 (x= 1   3 (x= -1   4 (x= 2  

)سري  شعاع همگرايي -6 ) n
n

n
C x

∞

=
−∑ 2

1
nnحاصل .  است4 برابر 1 n

n n

clim c
c→∞

+
   كدام است؟1+

1 (4   2 (5/2   3 (25/4   4 (257
16  

) اگر -7 ) ( )xf x f t dt= +∫    كدام است؟f(1) باشد 1

1 (1
2  2 (3

4  3 (5
4  4 (9

4  

 حاصل -8
x xe e dx

x

− −∞ −
∫

2
   كدام است؟

1 (1   2 (1-  3 (Ln2   4 (–Ln2  

) در شرط f تابع -9 ) ( )x f t
f x dt

cos t
= ∫   كدام صحيح است؟. كند  صدق مي2

1 (f 2  ت پيوسته اس در (f صعودي اكيد است در   

f) 4   استy= f(x) عمود بر x= 0خط ) 3 π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

14  

) سري -10 )n
n

cos x
∞

=
−∑

1
f است حاصل f(x) همگرا به 1 π⎛ ⎞′⎜ ⎟

⎝ ⎠6
   كدام است؟

1 (1
2  2 (−

1
2  3 (2

3  4 (−
2
3  

  :حل نمونه سؤالات

)  . صحيح است 1 گزينه -1 ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

n n n
A sin n sin n sin / cos n / cos n /

sin / sin /

sin sin /A cos / cos( / )
sin / sin /

= = =
= = = − − +

⇒ = − =

∑ ∑ ∑
100 100 100

1 1 1

1 12 0 5 0 5 0 52 0 5 2 0 5
1 50 50 50 5 100 52 0 5 0 5
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  2 و1رياضي

)  . صحيح است 4 گزينه -2 ) ( ) ( )
c c

c ce e cf f c , : c e
cc c c

− +
= = ⇒ ∃ ∈ − = ⇒ =

++ +

2
2 2

2 2
11 1 2 11 2 2

  

/  . صحيح است 4 گزينه -3 /I x dx x
/ /

− −= = = =
−∫

1 0 992 1 0 992 11 1 1251 0 992 0 008  

  .صحيح است  4 گزينه -4
( )( )

( ) ( )

ds x dx dy s x xdx s x x dx

s x x

= π + ⇒ = π + ⇒ = π + − +

⎡ ⎤
⇒ = π + − + = π⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
1

3 32 2 2

5 3
2 2

2 2 1 2 1 1 1

32 2 2322 1 15 3 15

  

)  . صحيح است 2 گزينه -5 )( ) ( )x xy e x x y e x x x x

x x x

− − ⎡ ⎤′ ′′= − + ⇒ = − − − − − =⎢ ⎥⎣ ⎦

⇒ − − = ⇒ =

2 2 2

3

1 2 1 4 3 2 1 2 2

4 2 2 1
  

  . صحيح است 4 گزينه -6
( )

( )

n nn n

nn n
n n n

L lim c x | x | lim c

cc cL lim x lim lim
c c c

+

+

= − < ⇒ − < ⇒ =

+
= − < ⇒ = ⇒ =

2

2 1
1

11 1 1 4 16
1 11 1 1616

  

  . صحيح است 3 گزينه -7
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

f x f x ,f

f x xdx dx f x x c f x f
f x

′ = + = =

′ +⎛ ⎞⇒ = ⇒ + = + ⇒ = − ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠+

∫

∫ ∫
2

1

2 51 2 1 1 12 41

  

  . صحيح است 4 گزينه -8
x x

yx yx yxe eI dx e dydx I e dxdy e dy Ln
x y

− −∞ ∞ ∞− − − ∞−
= = − ⇒ = − = = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2 2 2 2
1 1 1

1 2  

  . توضيح داده خواهد شدهاي بعد بيشتر در آزمون

)  . صحيح است 3 گزينه -9 )
( )

( ) ( )
( )

f x f x
f x ; f dx dx

f xcos x cos x

′
′ = = ⇒ =2 2

1  

)   :خط قائم بر منحني ) ( ) ( )f x tgx c f x tg x f x′⇒ = + ⇒ = ⇒ = ⇒ =212 4  

)  . صحيح است 3 گزينه -10 ) cos x sin xf x , cos x f
cos x cos x cos x

π
− π⎛ ⎞′= = − > ⇒ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠ 2
6

1 1 21 6 3  

  
  
  
  



 
 

1  صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  سيبسيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طو 

  2 و1رياضي

AA′

B

B′

FF′ O

Y

XFF′
aa−

b

b−

  
  
  
  

  2ها در  معادله منحني
f  : مقاطع مخروطي  -1 (x, y) ax bxy cy dx ey f= + + + + + =2 2  

bمبين اين معادله به صورت       acΔ = −2 Δاگر  ,  است 4 Δاگـر   ,  منحني بيضي است   > Δ منحنـي سـهمي اسـت و اگـر           =  منحنـي   <
  :معادلات منحني به صورت زير خلاصه مي شود. هذلولي است

)O(دايره است؛ , حالت خاص بيضي: دايره) 1,1 , )α β مركز دايره و Rشعاع (  
(x ) (y ) R

a b a bx y ax by c R c , O ,

−α + −β =

⎛ ⎞+ + + + = ⇒ = + − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2

2 22 2
4 4 2 2

 

  . باشدa2نقطه ثابت به نام كانون برابر مقدار ثابت مكان هندسي نقاطي كه مجموع فواصل آنها از دو : بيضي) 1,2

c a b , b BB , a AA′ ′= − = =2 2 1 1
2 2  

 
 
 

abπ =مساحت و فاصله كانوني :FF c′ = 2  
(x ) (y )

a b

−α −β
+ =

2 2
2 2   . استoxمعادله بيضي كه قطر بزرگ آن موازي محور : 1

معادلـه سـهمي بـه كـانون     . ن از نقطه ثابتي به نام كانون و خط ثابتي به نام خط هادي برابر باشد نقاطي كه فاصله آ   مكان هندسي    :سهمي) 1,3
pF ,⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ px و خط هادي 2⎠ −

= y  : به صورت روبرو به دست مي آيد2 px=2 2.  

p(در حالت كلي 
)S,  فاصله كانون تا خط هادي2 , )α βراس سهمي افقي :(  (y ) p(x )−β = − α2 2  

معادلـه هـذلولي بـه    .  باشـد a2مكان هندسي نقاطي از صفحه كه تفاضل فواصل آنها از دو نقطه ثابت به نام كانون مقدار ثابـت              : هذلولي) 1,4
Oمركز  ( , )′ α β و فاصله كانوني ff c′ =   : باشد به صورت زير استox كه محور كانوني موازي محور 2

cكه در آن  a b= +2 2 2  (x ) (y )

a b

−α −β
− =

2 2
2 2 1  

  :اين هذلولي داراي دو مجانب مايل به معادله هاي زير است
y x

b a
−β −α

= ±  

 

ce  :خروج از مركز هذلولي: كتهن  
a

=  

  ها  معادلات پارامتري منحني-2
,M(xاگر مختصات نقطه  y)هر يك تابع يك يا چند پارامتر باشد معادله را پارامتري گوئيم .  

x  : براي حالت يك پارامتري داريم  X(t) , y Y(t) , t= = ∈  

2 و 1رياضي
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  2 و1رياضي

H

( )M t
A

  
  :ب زاويه خط مماس بر منحني و تقعر منحني ضري:نكته  

dy
dy y (t) d y z (t)dt z(t)dxdx x (t) x (t)dx

dt

′ ′
= = = ⇒ =

′ ′

2
2  

  :معادله پارامتري دايره
x R cos

;
y R sin
= α + θ⎧

≤ θ ≤ π⎨ = β + θ⎩
2 π− يا  ≤ θ ≤ π  

  :معادله پارامتري بيضي
x a cos

;
y bsin
= α + θ⎧

≤ θ ≤ π⎨ = β + θ⎩
2 π− يا   ≤ θ ≤ π  

  3معادله منحني ها در 
x  : خواهد بود به صورت روبه رو3معادله يك منحني در   X(t) ; y Y(t) ; z Z(t)= = =  

  .اين منحني مي تواند از برخورد سطوح مختلف در فضا ايجاد شود
  

  منحني روبرو چيست؟: مثال  
C : x cos t ; y sin t ; z= + = − + =2 1 5  

x) :حل ) (y ) sin t cos t ; z− + + = + = =2 2 2 22 1 1 5  

  .و شعاع يك) 2 و -1 و 5( به دست مي آيد كه دايره اي است با مركز oz و صفحه عمود بر oz از برخورد استوانه موازي محور cمنحني 

  R3 در معادله خط مستقيم
D :معادله پارامتري خط : x pt x , y qt y , z rt z= + = + = +  

x)كه در آن  , y ,z L يك نقطه از خط و ( (p,q, r)= بردار هادي خط( بردار موازي خط است(  

pqr: شرط x ؛ ≠ x y y z zD :
p q r
− − −

=    معادله كانونيك خط   :=

M(t) نمايش داده و داريم M(t) را با   Mنقطه متغير    (pt x ,qt y , rt z )= + + A(x، اگر نقطـه  + , y ,z )1 1  يـا روي آن  D خـارج خـط   1
  :كنيم  به ترتيب زير عمل ميD تا خط A و يا فاصله D نسبت به خط Aباشد براي تعيين تصوير 

AM(t): دهيم  را تشكيل ميAM(t)ابتدا ) 1 (pt x x ,qt y y , rt z z )= + − + − + −1 1 1  
2 (AM(t) L⊥يعني (هيم د  قرار ميL.AM(t)   .آيد  به دست ميtHبا توجه به شكل ). =

HH M(t )=  
 

r در معادله خط، اگر :نكته   z عمود است و داريم OZ باشد خط بر محور = z=؛ به همين ترتيب براي ساير پارامترها.  
  
  

  :كنيم  از روابط زير استفاده ميH پس از محاسبه نقطه D نسبت به خط A محاسبة مختصات نقطه قرينه نقطه براي: نكته  
A H A A H A A H Ax x x , y y y , z z z′ ′ ′= − = − = −2 2 2  
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  2 و1رياضي

   در فضاCمعادله خط مماس بر منحني 
x) به معادله پارامتري     Cاگر منحني    X(t) ; y Y(t) ; z Z(t))= = مـاس بـر منحنـي فـوق بـه صـورت             در فضا باشد، امتداد خـط م       =

dx dy dzV , ,
dt dt dt

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .آيد در نتيجه معادله خط مماس در هر نقطه به دست مي. باشد  مي

  

tمعادله خط مماس بر منحني روبرو در  : مثال   π
= C   كدام است؟  2 : x cos t ; y t ; z sin t= = − + =3 1 2  

V :حل ( sin t , , cos t) ( , , ) D : x t ; y t ; zπ
= − − = − ⇒ = = − + − =1 3 3 1 2 3 1 3 1 22  

   قوس منحني در فضاطول
ds  :جزء طول قوس منحني عبارتست از (dx) (dy) (dz)= + +2 2 2  

ds  : شود  محاسبه ميdt بر حسب ds داده شود t به صورت پارامتري از z و y و xاگر  x (t) y (t) z (t)dt′ ′ ′= + +  

t  از Cطول قوس منحنني  t= t تا 1 t=   : آيد  از رابطه روبروست مي2
t

t
S ds= ∫

2

1

  

  :  توانيم از رابطة روبرو استفاده كنيم  بخواهيم ميx2 تا x1 را از y= f(x) طول قوس منحني  اگر: نكته  
x

x
S y dx′= +∫

2

1

21  

  
C  : ه معادله روبرو را تعيين كنيد بCطول قوس منحني  : مثال   : x y Lny ; z vy= − =2  

حل : dx dzds (dx) (dy) (dz) dy ( y ) y
dy dy y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + = + + = − + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
2 2 2 21 11 2 1 7 2  

e
es ( y )dy y ln y e

y
⇒ = + = + =∫ 2 21

1

12  

  انحنا و شعاع انحناي منحني
  :پردازيم جهت محاسبة انحنا و تاب منحني ابتدا به تعريف چند متغير مي

ˆ به معادله    Cاي روي منحني      هرگاه ذره  ˆ ˆr(t) r (t)i r (t) j r (t)k= + +1 2 اي   ، بردارهـاي سـرعت و شـتاب لحظـه         t حركت كند در هـر زمـان         3
ˆ :عبارتند از ˆ ˆ ˆ ˆ ˆv(t) r (t)i r (t) j r (t)k , a(t) r (t)i r (t) j r (t)k′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= + + = + +1 2 3 2 3 

  .آيد مقدار سرعت و شتاب نيز از طول بردارهاي آنان به دست مي

r  :شود  به صورت روبرو تعريف ميp در نقطة C بردار يكاني مماس بر منحني - (t)T(t)
r (t)
′

=
′

  

T  :كنيم   بردار يكاني عمودي اصلي يا قائم يكاني اول را به صورت روبرو تعريف مي- (t)N(t)
T (t)
′

=
′

  

B  : آيد  بردار قائم يكاني دوم نيز به صورت روبرو به دست مي- T N= ×  

y براي منحني - f (x)= آيد است، انحنا از رابطه روبرو به دست مي كه در صفحه تعريف شده :  | y |k(x)

( y )

′′
=

′+
3

2 21
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  2 و1رياضي

x براي منحني - x(t)
y y(t)
=⎧

⎨ =⎩
  .شود  كه در صفحه تعريف شده است، انحناء به صورت روبرو محاسبه مي

( )
x y x y

k(t)

x y

′ ′′ ′′ ′−
=

′ ′+
3

2 2 2

  

r  :شود  شده انحناء هر نقطه از رابطه روبرو محاسبه مي كه در فضا تعريفr(t) براي منحني - (t) r (t)
k(t)

r (t)

′ ′′×
=

′ 3  

  . عكس انحنا در هر نقطه را شعاع انحنا يا اصطلاحاً شعاع دايره بوسان گويند-

  3هاي خاص در فضاي  رويه
  معادله صفحه) 1

P  : گويند اگر داشته باشيم) عمود بر آن (Pل صفحه  را نرماNبردار  : a(x x ) b(y y ) c(z z )− + − + − =  
(x , y ,z N  يك نقطه روي صفحه و ( (a,b,c)=  

  :كنيم براي تعيين وضعيت دو صفحه نسبت به هم از رابطه روبرو استفاده مي
θ دو صفحه و  زاويه بينN.N | N || N | cos′ ′⇒ = θ نرمال       p : N′ p و نرمال ′ : N  

كنيم كه زاويـه بـه دسـت     اده مياستف) بردار هادي خط (Lو ) بردار نرمال صفحه (Nبراي تعيين وضعيت خط و صفحه نيز از ضرب داخلي    
  .آمده مكمل زاويه خط و صفحه است

  
A(x اگر نقطه    :نكته   , y ,z )1 2 ,p(x به معادله    p خارج يا روي صفحه      1 y,z) ax by cz d= + + +  باشد، براي تعيـين تـصوير       =

  :يعني. كنيم  را تعيين ميpقطه تلاقي خط فوق با صفحه گذرانيم و سپس ن  ميA از نقطه p، ابتدا خطي عمود بر صفحه p روي صفحه Aنقطه 

H

H H H

D : x at x , y bt y , z ct z
ax by cz d p(A)a(at x ) b(bt y ) c(ct z ) d t

a b c N
H (at x ,bt y ,ct z )

= + = + = +

+ + + −
⇒ + + + + + + = ⇒ = − =

+ +
⇒ = + + +

1 1 1
1 1 11 1 1 2 2 2 2

1 1 1

 

  . نيز پيدا كردp را نسبت به صفحه Aتوان تصوير   ميHاز روي 

| نيز برابر p از صفحه Aفاصله نقطه  AH ax  : است و داريم| by cz d
AH

a b c

+ + +
=

+ +

1 1 1
2 2 2

  

pاگر   :معادله دسته صفحه   p و   1=  خواهـد  حه متقاطع به صورت زيـر هاي دسته صف  دو صفحه متقاطع باشند آنگاه معادله هم صفحه  2=
P  :بود : p pα +β =1 2  

αگردند به ازاي      امعلومي هستند كه با شرايط مساله تعيين مي        پارامترهاي ن  β و   αكه در آن     β و به ازاي     p2 صفحه   =  را  p1 صفحه   =
  .خواهيم داشت

  
x با خط به معادله  بوده وDاي را بنويسيد كه شامل خط  معادله صفحه: مثال   y z= =   . نيز موازي باشد2

D : x t ; y t ; z t= − = − = +2 1 2  

p

D : x y ; z y D : x y ; y z

P : (x y ) (y z ) P : x ( )y z ; L ( , , )

N .L ( ) p : x z

= − − = − + ⇒ + + = + − =

′α + + +β + − = ⇒ α + α +β +β + α − β = =

′⇒ = ⇒ α + α +β +β = ⇒ β = − α ⇒ − + =

2 1 2 2 1 2
2 1 2 2 2 2 2 1

2 2 2 2 2 5
:حل    

  

بـر  (آوريـم    را به دست مي′D و موازي D ابتدا صفحه شامل خط ′D و D محاسبة طول عمود مشترك دو خط متنافر     براي: نكته  
  ) از صفحه فوق مقدار ثابتي است′Dفاصله هر نقطه . (كنيم  را از صفحه فوق تعيين مي′Dسپس فاصلة ) β و αحسب 
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  2 و1رياضي

x

z

y

  
  

نويـسيم و      مـي  ′t را بر حسب     ′D و   t را بر حسب متغير      D، ابتدا   ′D و   Dدله عمود مشترك دو خط متنافر        محاسبه معا  براي: نكته  
M و M(t)نقاط  (t )′ ′L.MMكنيم سپس از روابط   را روي آنها تعيين مي′ L و = .MM′ ′ = ،t و t′ و MM′يابيم  را مي.  

  بيضيگون) 2
)Oيك بيضگون استاندارد به مركز   , , )α β γباشد اي به صورت روبرو مي  داراي معادله :  (x ) (y ) (z )

a b c

−α −β − γ
+ + =

2 2 2
2 2 2 1  

zبه طور مثـال، صـفحه       . هاي موازي صفحه مختصات، يك بيضي است        منحني حاصل از تلاقي بيضيگون با صفحه       = γ نحنـي تلاقـي يـك       م

x)  . خواهد بودبيضي به معادله روبه رو ) (y B) , z
a b

−α −
+ = = γ

2 2
2 2 1  

aحالت خاص بيضيگون، كره است و حالتي است كه  b c R= =   . باشد=

  سهميگون) 3
 و رأس ozمعادله يك سهميگون استاندارد كه محور كانوني آن موازي محور        . سهميگون يك سطح از يك طرف بسته و از يك طرف باز است            

)Sآن  , , )α β γباشد به صورت روبروست :  (x ) (y )z
a b

−α −β
− γ = +

2 2
2 2  

z مقادير   zدامنة تغييرات    ≥ γ      است و هر صفحه z z= > γ        اگـر   . كنـد    نيز سهميگون را در يك بيضي قطع ميa b=      باشـد سـهميگون را 
  .دوار گويند

  هذلوليگون) 4
 باشد بـه صـورت      oz كانوني آن موازي محور      معادله يك هذلوليگون استاندارد به طوري كه محور       . هذلوليگون يك منحني از دو سو باز است       

x)  :زير است ) (y ) (z )

a b c

−α −β − γ
+ − =

2 2 2
2 2 2 1  

)Oكه در آن     , , )α β γ   بديهي است صفحه موازي محور      .  مركز هذلوليگون استoz         كنـد و همچنـين        هذلوليگون را در يك هذلولي قطـع مـي
  .كنند  مي نيز هذلولي را در يك بيضي قطعozهاي عمود بر  صفحه

  مخروط بيضوي) 5
)Sمخروط بيضوي به راس  , , )α β γباشد  به معادله زير مي .  

  . باشدozبه طوري كه محور تقارن آن موازي محور 
(x ) (y ) (z )

a b c

−α −β − γ
+ − =

2 2 2
2 2 2  

  

z و يا    xoyهاي موازي     صفحه z=       گر ا. كنند   مخروط را در يك بيضي قطع ميa b=   صـفحات  .  باشـد مخـروط را دوار گوينـدy y= و 
x x=كنند  مخروط را در يك هذلولي قطع مي.  

  خط قائم بر يك رويه و صفحه مماس بر رويه
  :شود  است كه به صورت زير تعريف مي3 برداري در f يك تابع اسكالر باشد گراديان تابع f(x,y,z)اگر 

f f ff , ,
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∇ = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

بنابراين بردار نرمال صفحه مماس در هر نقطـه قابـل           . بردار گراديان يك تابع اسكالر بر رويه مربوط به آن تابع در نقطه مورد نظر، عمود است                
  )قطه مورد نظريا بردار هادي هر خط عمود در ن(محاسبه است 
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  2 و1رياضي

  مشتق سويي يك تابع
wبه فرض تابع اسكالر      f (x, y,z)=    و يا w f (x, y)=     تعريف شده باشند، مـشتق سـويي يـا جهتـي تـابع               2 و   3 به ترتيب در f  در 

M(x در نقطه bامتداد بردار  , y ,z b : به صورت زير خواهد بود(
f bf . f .e
s b
∂

= ∇ =∇
∂

 

fمقدار  
s
∂
∂

ديـان،   در هـر نقطـه در جهـت گرا   fبـديهي اسـت مـشتق جهتـي     .  استb و در جهت  M در نقطه    f در واقع آهنگ تغييرات تابع       
  .ماكزيمم مقدار خود را دارد و در جهت عكس گراديان مينيمم مقدار دارد

  حد و پيوستگي توابع چند متغيره و اسكالر
Wتابع  f (x, y,z)= و يا w f (x, y)= را در نقطه Mداراي حد گوئيم هرگاه   

| r r | | f l |∀ε > ∃δ > < − < δ ⇒ − < ε  

| r r |< − < δ   درون كره به مركز      3 در M    و شعاع δ     است كه خود M  ويژگي را اي است كه اين   نيز دايره2در .  را شامل نيست
  .دارد

 و متغيـر     ديگـر ثابـت نگـه داشـتن دو پـارامتر           روش. اي و كروي است     براي بررسي وجود يا عدم حد بهترين راه استفاده از مختصات استوانه           
  .دانستن يك پارامتر است

  

حد تابع : مثال  
xy ye ef (x, y,z)
zx z

−
=

−
  كدام است؟) 1و -2و2( در نقطه 

x (x )

(x,y,z) ( , , ) x

e e elimf lim lim
x xe e

− − − −

→ − →

− − −
= = =

− −

2 2 2 1
2 21 2 2 1
1 1 1

2 2 12
 

  بهينه سازي توابع اسكالر چند متغيره 
nfفرض كنيم تابع اسكالر  : y با ضابطه → f (x)=گراديان .  داده شده باشدfكنيم  را به صورت زير تعريف مي:  

n

n

f f f ff , ,...,
x x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
∇ = = ∈⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠1 2

 

∗nxنقطه  fي تابع گوئيم هرگاه  را نقطه بحران∋

x∗
∂

=
∂

  )با شرط وجود مشتقات جزئي. ( باشد

  
fنقاط بحراني تابع : مثال   (x, y) x xy y= − +3 23   . را تعيين كنيد6

حل : f ( x y , xy ) ( , ) x y , xy∇ = − − + = ⇒ = = ⇒2 2 2 23 3 6 6 1 ) نقاط بحراني  , ) , ( , )− −1 1 11  

  ماتريس هسين
nfاگر   : y با ضابطه    → f (x)=    هاي    پذير از مرتبه دوم نسبت به همه مولفه          يك تابع اسكالر مشتقx       باشد، ماتريس هسين به صـورت 

 :شود  زير تعريف مي
i j n n

fH(f )
x x

×

⎡ ⎤∂
= ⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

2
 

  قضيه اكسترممهاي نسبي تابع چند متغيره
nfاگر   : y با ضابطه    → f (x)=        هاي     داراي مشتقات دوم جزئي پيوسته نسبت به مؤلفهx   ونقطه *x        يـك نقطـه بحرانـي f     باشـد بـه 

x*: طوري كه داشته باشيم x
f
x =
∂

=
∂

  :شدهاي زير با  ممكن است يكي از حالتx* در نتيجه نقطه 
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  2 و1رياضي
  . استy= f(x) ماكزيمم نسبي براي *x منفي معين باشد نقطه *x=x به ازاي H(f)اگر ماتريس هسين : ماكزيمم نسبي) 1
  . استy= f(x) مينيمم نسبي براي *x مثبت معين باشد نقطه *x=x به ازاي H(f)اگر ماتريس هسين : مينيمم نسبي) 2
  . استy= f(x) نامعين باشد نقطه زين اسبي براي *x=xزاي  به اH(f)اگر ماتريس هسين : نقطه زين اسبي) 3
  

x مثبت معين است هرگاه      A ماتريس   :نكته   Ax′ هاي ماتريس معين، مثبت بودن همه مقادير ويژه آن و   از ويژگي ). xبراي هر    (≤
مثبت يا منفي بودن ماتريس هسين را از مقادير ويژه آن           . كس دارد ماتريس منفي معين هم حالت بالع     . باشد  هاي آن مي    مثبت بودن مجموع درايه   

  .يابيم در مي
  

f  :ي تابع روبرو را تعيين كنيد هاي نسب  اكسترمم: مثال   (x, y) x y xy x y= + − + −2 24 2 4  

f* :حل ( x y , y x ) (x, y) ,⎛ ⎞∇ = − + − − ⇒ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

12 2 1 8 2 4 2  

H(f )
−⎡ ⎤

⇒ = ⇒⎢ ⎥−⎣ ⎦

2 2
2 8 ⇒ مثبت معين  ⎛,  نسبيمينيمم  ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2  

  :نمونه سوالات
 در نقطـه  Cكوتاهترين فاصله مبداء مختـصات از خـط ممـاس بـر منحنـي      .  مفروض استx=cost و y= sint و z=t به معادله C منحني -1

( , , )− π1كدام است؟   

1 (+ π21  2 (+ π22  3 (+ π22 2  4 (π
+

2
1 2  

yz معادله صفحه مماس بر رويه -2 x y xy
x

= + −
+

2
  كدام است؟) 1 و 2 و 3( در نقطه 1

1 (x y z+ − =13 3 2 13  2 (x y z− − =13 3 2 1  3 (x y z− + =13 3 2 13  4 (x y z+ + =13 3 2 25  
t به معادله زير در C شعاع انحناي منحني پارامتري -3    كدام است؟=

x t ; y sin t ; z cos t= = = 22  

1 (5
2  2 (5

2  3 (5  4 (5 5  

 محيط منحني بسته -4
x y z

x y z

+ + =⎧⎪
⎨

+ + =⎪⎩
2 2 2

3
4

   كدام است؟

1 (π  2 (π2  3 (π3
4  4 (π2

3  
≥t به معادله پارامتري زير وقتي C طول قوس منحني -5    كدام است؟1≥

eC : x cos t ; y sin t ; log cos tπ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

24 4 4  

1 (lnπ 24  2 (lnπ 22  3 (( )ln +1 2  4 (( )lnπ
+1 24  

f اگر -6 (x, y) x y y x xy= − − +2 2 ) باشد نقطه 3 ,   ي است؟ا  چه نقطهf براي (
  نقطه غير بحراني) 4  نقطه زيني) 3  ماكزيمم نسبي) 2  مينيمم نسبي) 1
x صفحه مماس بر رويه -7 y z z+ + − =2 4 22 )p در نقطه 4 , ,   سازد؟ اي مي  چه زاويهoy با محور 111(,

1 (Arcsin 1
3  2 (Arccos 13  3 (Arcsin 2

3   4 (Arcsin 3
4  
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  2 و1رياضي

z اگر -8 zf (x, y,z) xye
x y

−= +
+

i در جهت بردار f باشد، مشتق جهتي  j k+ +2 )P و در نقطه 2 , , )−1 2    كدام است؟1

1 (1
3  2 (5

3   3( −1
3  4(−5

3  

 تابع -9
x y x y

f (x, y) x y

xy x y

⎧ −
> −⎪⎪= +⎨

⎪
+ ≤ −⎪⎩

2 2
2

21
  مقدار حد مقابل كدام است؟.  مفروض است

(x,y) ( , )
lim f (x, y)
→ −11

 

  -1) 4  1) 3  صفر ) 2  موجود نيست ) 1
  ام است؟ با معادله داده شده زير كدC مختصات مركز انحناي منحني -10

x cos t ; y sin t cos t= + =21  

1 (( , )1  2 (,−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
2  3 (( , )11 2  4 (,⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
2  

  :حل نمونه سوالات
  . صحيح است4 گزينه -1

( )drV sin t,cos t, , t
dt

= = − = π1  

D : x ; y t ; z t oM t (t ) oH π
= − = − = + π ⇒ = + + + π ⇒ = +

22 21 1 1 2  

  . صحيح است1 گزينه -2
yf (x, y,z) x y xy z

x

yf xy y ,x x , f ( , , ) , , N ( , , )
x(x )

P : (x ) (y ) (x ) P x y z

= + − − =
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = ⎜ + + + − − ⎟ ⇒ ∇ = − ⇒ = −⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠+⎝ ⎠
⇒ − + − − − = ⇒ = + − =

2

2
2

1
1 13 32 1 1 2 3 1 13 3 21 2 21

13 1 3 2 2 3 13 3 2 13

 

  . صحيح است2 گزينه -3

( )

r (t,sin t,cos t) ; t

dr dvV ( , cos t, sin t) ( , , ) a , sin t, cos t ( , , )
dt dt

vR
k | v a | | ( , , ) |

= =

= = − = ⇒ = = − − = −

= = = = =
× −

2

3

2

1 2 2 2 1 2 4 2 2 2 2

1 5 5 5 5 5
4 2 220

 

  . صحيح است2 گزينه -4

Rاي است به شعاع       منحني فوق از تقاطع يك صفحه باكره پديد آمده است كه دايره            OH−2  فاصلة مركز كره از صفحه اسـت و         OH كه   2

Rداريم. باشد ع كره مي شعا:  | |OH , R r I−
= = = ⇒ = − = ⇒ = π

3 3 2 4 3 1 2
3

  

  . صحيح است3 گزينه -5

e
drr cos t , sin t , log cos t V sin t, cos t, tg t
dt

π π π −π π π π −π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠4 4 4 4 4 4 4 4 4  
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  2 و1رياضي

| V | tg t sec t L sec tdt ln sec t tg L ln( )π π π π π π π π⎛ ⎞⇒ = + = ⇒ = = + ⇒ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

1
2 11 2 14 4 4 4 4 4 4 4

  . صحيح است3 گزينه-6
y x x

f ( xy x y, x y x) , (x, y) ( , ) H(f )
x
− +⎡ ⎤ ⎡ ⎤

∇ = − + − + = ⇒ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
2 2 2 6 2 1 12 3 2 2 1 2 1 2

| H(f ) I | ( )( )⇒ −λ = −λ − − λ − = ⇒ λ + λ − =22 1 2 1  نامعين 
  . صحيح است3 گزينه-7

( )
f (x, y,z) x y z z f ( x, y , z ) f ( , , ) ( , , ) N

N. j sin

= + + − ⇒ ∇ = − ⇒ ∇ = − =
π

θ = − ⇒ θ = =
+ +

2 4 2 3

2 2 2

2 4 4 4 2 4 111 4 4 2
4 2

2 34 4 2
  . صحيح است4 گزينه-8

( ) ( ) ( )

z z z

b

z zf ye , xe , xye
x y(x y) (x y)

ff ( , , ) ( e ,e , e ) f .e e e e
b

− − −

− − − − − −

⎛ ⎞
∇ = ⎜ − − − + ⎟

⎜ ⎟++ +⎝ ⎠
∂ −

∇ − = − − − − ⇒ =∇ = − − + − + − =
∂

2 2

1 1 1 1 1 1

1

2 2 1 51 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 13 3 3 3
  . صحيح است1 گزينه-9

(x,y) ( , ) r

x y r cos cos sinx r cos , y r sin
x y r sin sin cos

r cos cos sinlim lim , cos sin
r sin sin cos→ − →

− θ− θ − θ
= − + θ = + θ ⇒ =

+ θ + θ + θ

θ − θ − θ
⇒ = θ > − θ

θ + θ + θ

2 2
2 2

2
211

21 1
2

2 2
2

cos sin
sin cos

− θ − θ
⇒ = ⇒

θ+ θ
2
2  حد ندارد

  . صحيح است4 گزينه-10

x cos t ; y sin t x y O ,⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = ⇒ − + = ⇒⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 21 1 1 3 1 31 2 22 2 2 2 4 2  
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1  صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  سيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي ب

  2 و1رياضي

  
  
  

  ديورژانس توابع برداري
xديورژانس ميدان برداري  y zˆ ˆ ˆF F i F j F k)F= + z كه + y xF ,F ,Fشود به صورت زير تعريف مي)  توابع اسكالر و حقيقي هستند:  

( ) yx zFF Fdiv F
x y z

∂∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

) يا  ) ( )x y zdiv F .F , , . F ,F ,F
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ∇ = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

 
f، گراديان يك تابع اسكالر مانند       Fاگر ميدان برداري    : نكته   (x, y,z)    باشد، يعني F f= ، در اين صـورت ديـورژانس گراديـان         ∇

  :شود  به صورت زير تعريف ميfتابع اسكالر 

( ) ( ) f f fdiv grad(f ) . f f f
x y z

∂ ∂ ∂
= ∇ ∇ =∇ ⇒ ∇ = + +

∂ ∂ ∂

2 2 22 2
2 2 2  

  .نامند را لاپلاس مي 2∇كه در آن عملگر 
)اگر تابع اسكالر  )u x, y,z در معادله لاپلاس صدق كند، در اين صورت تابع ( )u x, y,zرا يك تابع همساز گويند .  

∇uمعادله لاپلاس  =2  

  ميدان برداري) كرل(تاو 
xفرض كنيد  y zˆ ˆ ˆF F i F j F k= +   :شود  به صورت زير تعريف ميF باشد، كرل يا تاو ميدان برداري 3 يك ميدان برداري در +

( ) y yz x z x

x y z

ˆ ˆ ˆi j k
F FF F F Fˆ ˆ ˆcurl F i j k

x y z y z z x x y
F F F

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞= = − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

): شود  به اين صورت هم نمايش داده ميFكرل ميدان برداري  )curl F F= ∇×  

  ميدان برداري پايستار
)  : هاي برداري كه خود گردايان يك تابع اسكالر باشند، كرلشان صفر است ميدان )f∇× ∇ =  

×∇F  : گوئيم هرگاه را پايستارFدر نتيجه ميدان . هايي، پايستار گويند و در غير اين صورت ناپايستار گويند به چنين ميدان =  

  )دل (∇خواص عملگر 
  : مشابه خواص مشتق مرتبه اول است∇خواص 

) (f g) f g

) (fg) g f f g

f g f f g) ( )
g g

∇ + =∇ +∇

∇ = ∇ + ∇

∇ − ∇
∇ = 2

1
2

3

 

)گراديان تابع : مثال   ) ( )xz
F x, y,z x y= +

2
   كدام است؟2

  
  

2 و 1رياضي



 
 

2  صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  سيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي ب

  2 و1رياضي

a b

y

x

D

( )xdy =

  

  :حل

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
xz xz

x yfLnf xz Ln x y xz Ln x y .xz
f x y

f x y Ln x y z , , xz xz x y x, ,
−

∇ +∇
= + ⇒ =∇ + +

+

⇒ ∇ = + + + +
2 2

2
2 2 2 2 2

2

12 2 2 2 22 2 1

 

  :∇برخي خواص ديگر 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

) F G F G ) f F f F f F

) f ) . F

) . F G G. F F. G ) g f f g

∇× + = ∇× +∇× ∇× =∇ × + ∇×

∇× ∇ = ∇ ∇× =

∇ × = ∇× − ∇× ∇ ∇ × ∇ =

1 2

3 4

5 6

 

  اي قاعده زنجيره
  : تصوير كندة به قسمي كهuovاي متناظر در صفحه   را به نقطهxoy از صفحه (x,y) هر نقطه Tفرض كنيد عملگر يك به يك 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u,v T x, y , u U x, y ; v V x, y (x, y) T u, v , x X u,v ; y Y u,v−= = = ⇒ = = =1  
  :توان نوشت در اين صورت مي

f f u f v f u v f
x u x v x x x x u
f f u f v f u v f
y u y v y y y y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ∂⎡ ⎤= + ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥⇒ = ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

  :و نيز خواهيم داشت
f u vf x y x y
x x xu u u u u
f u vf x y x y
y y yv v v v v

−∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⇒ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1

 

  :هاي اخير ماتريس ژاكوبين گويند و داريم به ماتريس

( )
( )

x y
x, y u uJ

x yu,v
v v

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂ ∂= = ⎢ ⎥
∂ ∂∂ ⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

)بع   را تبديل بـه بـردار گراديـان تـا          xoy در هر نقطه در صفحه       f(x,y)ماتريس ژاكوبين، بردار گراديان تابع       ) ( )( )f X u,v ,Y u,v    در نقطـة 
  .كند  ميuovمتناظرش در صفحة 

  انتگرال دو گانه
yهاي     محصور بين منحني   xoy در صفحه    2 در فضاي    Dناحيه بسته    d(x), y c(x)= xهاي     و خط  = a=   و x b=     را در نظر بگيريـد  .

گيـري   توان با انتگـرال  هاي روبرو را مي در اين صورت جرم باريكه محصور به منحني.  باشدf(x,y) داراي چگالي سطحي   Dفرض كنيد ناحيه    
   . محاسبه نمودoyدر امتداد محور 

  

( )
d(x)

x
c(x)

c(x) y d(x) ; x x x dx dm f (x, y)dx dy≤ ≤ ≤ ≤ + ⇒ = ∫  



 
 

3  صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  سيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي ب

  2 و1رياضي
  :آيد  به صورت زير به دست ميD جرم ناحيه b تا a از xمتغير  روي xdmگيري از  با انتگرال

d(x)b b
x

a a c(x)
m dm f (x, y)dydx= =∫ ∫ ∫  

xهاي     محصور بين منحني   f(x,y) با چگالي    Dاگر ناحيه    b(y) , x a(y)= yهاي     و خط  = c=   و y d=   م توان نشان داد جر      باشد نيز مي

 :شود  به صورت زير محاسبه ميDناحيه 
b(y)d

c a(y)
m f (x, y)dxdy= ∫ ∫ 

f با چگالي D اگر ناحيه :قضيه (x).g(y) در صفحه xoyبه صورت روبرو باشد :  D {(x, y) | a x b , c y d}= ≤ ≤ ≤ ≤  

  : آيد  به صورت روبرو به دست ميDآنگاه جرم ناحيه 
b d

a c
m f (x)dx . g(y)dy

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

  ركز ثقل يك ناحيهم
f داراي چگالي Dاگر سطح بستة  (x, y) باشد در اين صورت نقطه ( )X,Y را مركز ثقل Dگوئيم هرگاه :  

( )
D D

D D

xf (x, y)dxdy yf x, y dxdy

x , Y
f (x, y)dxdy f (x, y)dxdy

= =
∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

  قضيه مقدار متوسط
)پذير باشد، نقطـه        انتگرال D كه در درون     f(x,y) باشد در اين صورت براي هر تابع         SD برابر   Dاگر مساحت ناحيه     )x , y      وجـود دارد بـه 

  :قسمي كه

( )f x , y را مقدار متوسط تابع F(x,y) در ناحيه Dگويند  .  ( )
D D

f x , y f (x, y)dxdy
S

= ∫ ∫
1  

  هاي دوگانه تغيير متغير در انتگرال
انتگرال دوگانه   

D
I f (x, y)dxdy= ∫ ) را در نظر بگيريد چنانچه به هر دليلي بخواهيم از تغيير متغيرهـاي          ∫ )

u u(x, y)
v v x, y
=⎧

⎨ =⎩
 اسـتفاده كنـيم لازم   

) كه در صفحه Dاست نخست تبديل يافته ناحيه  )x, y تعريف شده را در صفحه (u,v)پيدا كرده و آن را D'ناميم  مي.  
 Jدر انتها ژاكوبين تغيير دستگاه مختصات را كه با . ناميم  ميh(u,v)كنيم و آن را   بازنويسي مي(u,v) را بر حسب متغيرهاي F(x,y)سپس تابع   
  :آوريم دهند به صورت زير به دست مي نشان مي

( )
(x, y)J J(u,v) u uu,v

(x, y) x y
v v
x y

∂
= = ⇒ =
∂ ∂ ∂∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂

1 1  يا 
x x
u vJ
y y
u v

∂ ∂
∂ ∂=
∂ ∂
∂ ∂

 

|حال با توجه به  J |dudvتوان نوشت  مي: ( )
D

I h u,v | J | dudv
′

= ∫ ∫  

  
) به قطبي (x,y) ژاكوبين تبديل مختصات دكارتي :نكته   ),ρ φ برابر ρباشد  مي.  
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  2 و1رياضي
  

 حاصل :مثال  
( )

x dydx
x y

∞∞

+ +
∫ ∫ 22 2 1

   كدام است؟

  :كنيم  از مختصات قطبي استفاده مي  :حل

( )
( )

( )
cos tg ( tg )I d d sin d d sin d

( tg )

π π π
π∞ ∞ρ ϕ ρ φ + φ π

= ρ ρ ϕ = φ ρ = φ = φ φ =
+ φρ + + ρ

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
2 2 22 2 2 22

2 2 2 22 2
1

411 1
  

  گانه انتگرال سه
) محصور بين دو رويـة       Dاگر  .  را در نظر بگيريد    3 در فضاي    Dناحية بسته    )z x, y1   و ( )z z x, y=  نيـز   D بـوده و چگـالي حجمـي         2

f(x,y,z) يه  همچنين تصوير ناح  .  باشدD    در صفحه xoy    نيز ناحيه R        باشد در اين صورت جرم ناحية D    با چگالي f(x,y,z)      به صـورت زيـر 

 :شود محاسبه مي
z (x,y)

D R z (x,y)
m f (x, y,z)dzdydx f (x, y,z)dzdydx= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2

1

 

 مطلوبست محاسبة :مثال  
D

x z dxdydz+∫ ∫ ∫ 2 y ناحية محصور بين D كه در آن 2 x z= +2 y و 2 =   . است4

  .كنيم  ابتدا ناحيه فوق را رسم مي  :حل
z

x22−
422 =+ yx

    

y

x

3xy =

4=y

    

y

x

z

2
2 zxy
+=

  
  xyتصوير ناحيه روي صفحه       xzتصوير ناحيه روي صفحه 

y بين z بگيريم آنگاه zاگر ناحيه رادر جهت  x− − y و 2 x− y بين y و نيز 2 x= y و 2 =   :بنابراين خواهيم داشت. شود  واقع مي4
y x

D x y x z y x

x z dxdydz x z dzdydx
−

=− = =− −

+ = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
2

2 2

2 42 2 2 2
2

 

  .كنيم تر شدن انتگرال جاي دو متغير را عوض مي براي راحت

( )

x

D x y x zz x

x x

y x zx z x x

x z dv x z dydzdx

y x z x z x z dzdx

−

=− = +=− −

− −

= +=− −=− − − −

+ = + =

+ = − − +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

2

2 22

2 2

2 22 2

2 4 42 2 2 2
2 4

42 4 2 42 2 2 2 2 2
2 24 4

4

 

  :بهتر است از مختصات قطبي استفاده كنيمحال 
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  2 و1رياضي

( )

( ) ( ) ( )

x

x

r

x z x z dzdx

r r.rdrd r r drd r r d

−

− − −
ππ π π

θ= =

− − + =

− θ = − θ = − θ = θ = π

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2

2

2 4 2 2 2 2
2 4

2 22 2 2 2 22 2 4 3 5

4

4 1 64 1284 4 3 5 15 15

 

)  :اي برابر است با  ماتريس ژاكوبين تبديل مختصات دكارتي به استوانه:نكته   )x cos , y sin , z z= ρ ϕ = ρ ϕ =  
cos sin

J sin cos | J |
ϕ ϕ⎡ ⎤

⎢ ⎥= −ρ ϕ ρ ϕ ⇒ = ρ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦1

:دترمينان   

x)  :است باماتريس ژاكوبين تبديل مختصات دكارتي به كروي نيز برابر  r sin cos , y r sin sin ,z r cos )= θ ϕ = θ ϕ = θ  
sin cos sin sin cos

J r sin sin r sin cos | J | r sin
r cos cos r cos sin r sin

θ ϕ θ ϕ θ⎡ ⎤
⎢ ⎥= − θ ϕ θ ϕ ⇒ = θ⎢ ⎥
⎢ ⎥θ ϕ θ ϕ − θ⎣ ⎦

2  

  اي شكل قاعده نيمكره چقدر است؟  و چگالي واحد از صفحه دايرهR مركز ثقل نيم كره به شعاع فاصلة: مثال  
  

  :حل

[ ]

R
D

D
D D

D

R

D

r R ; ;

zf (x, y,z)dv

z ; dv V R , zdv r cos .r sin drd d
f (x, y,z)dv

R
zdv r sin R z R

R

π
π

π
π

π
= ≤ ϕ ≤ π ≤ θ ≤

⇒ = = = π = θ θ ϕ θ

π
π⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇒ = × ϕ × θ = ⇒ = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ π

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

223 2

4
2 24 2 4

3

2 2

21 3

1 1 34
24 2 4 8
3

 

x: توان نشان داد  ميy و xبا محاسبة  y=   . استR38 و در نتيجه فاصله همان =

  انتگرال روي سطح
z  :  به صورت روبرو باشدR3 در فضاي sفرض كنيد سطح دلخواه  z(x, y) , (x, y) S= ∈  

  : با چگالي فوق را بخواهيم داريمs باشد، اگر جرم سطح f(x,y,z) نيز sهمچنين فرض كنيد چگالي سطحي 

S

dz dzm f (x, y,z) dxdy
dx dy

⎛ ⎞⎛ ⎞= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫
22

1  

dzشود  همانطور كه مشاهده مي dz
dx dy

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

22
,z(x اندازه گراديان تابع 1 y) z−   .دهيم  نمايش مي|ds| است كه با =

  

) انتگرال   :مثال   )
S

z x ds−∫ x قسمتي از صفحه  s كه در آن     ∫ y z+ + =2 1 است كه در 2
 اول دستگاه مختصات واقع شده اسـت  8

  .را محاسبه كنيد
  .كنيم  ابتدا ناحيه را رسم مي  :حل



 
 

6  صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  سيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي ب

  2 و1رياضي
z

x

y1

2

2

xy

2

1

22 =+ yx
x

y

 

( ) ( )

( ) ( )
y

s y x

dz
dxz x y ds dxdy
dz
dy

I (z x)ds x y x dxdy y y y y y dy
−

= =

⎧ = −⎪⎪⇒ = − − ⇒ ⇒ = + − + −⎨
⎪ = −
⎪⎩

⇒ = − = − − − = − − + − − + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2 2

2 21 1 2 2

1
2 2 1 1 2

2

2 2 6 6 4 4 4 8 4 4 4

 

  :انتگرال سطح نوع دوم
ˆميدان برداري    ˆ ˆF pi Qj Rk= +  بردار يكة عمود بر اين سطح باشـد مطـابق           n سطح يك رويه فضايي بوده و        s را در نظر بگيريد، چنانچه       +

  :شود  به صورت روبرو تعريف ميsسطح  گذرنده از Fتعريف شار ميدان بردار 
s

F.n dsΦ = ∫ ∫  

  
z بخشي از سهميگون هذلولي      S چنانچه   :مثال   xy=      كه بالاي ناحيه مستطيلي y≤ ≤ ≥x و   2 ≤  باشد، شار ميـدان بـرداري       3

ˆ ˆ ˆF i y j zk= −   . را بيابيدS گذرنده از سطح 2−
  : حل

( ) ( ) ( )
x y x y

s A A x y

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆx, y ; z xy z y , z x N z i z j k yi xj k

xF.nds F.n N dA F.NdA y y x z dA y y x xy dydx x dx
= =

> = ⇒ = = ⇒ = − − + = − − +

⎛ ⎞= = = − + − = − + − = − + − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

3 2 22 2 82 2 33
 

  .آيد  از گراديان تابع سطح به دست ميnشود بردار   كه ديده ميهمانطور: توجه  

  قضيه ديورژانس
ــه    ــد كـ ــرض كنيـ ــم     Sفـ ــه حجـ ــد كـ ــسته باشـ ــطح بـ ــك سـ ــر     v يـ ــدان بـ ــت و ميـ ــرده اسـ ــدود كـ ــود محـ ــه خـ داري  را بـ

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆF p x, y,z i Q x, y,z j R x, y.z k= +   :توان نشان داد مي.  توابعي پيوسته باشندv در تمام حجم F ديورژانس +
( )s VF.nds .F dv= ∇∫∫ ∫∫∫  

)   :فرمول استروگرادسكي ) ( ) ( ) ( )s vp x, y,z dydz Q x, y,z dxdz R x, y,z dxdy .F dx+ + = ∇∫∫ ∫∫∫  
  

s  : انتگرال روبرو را حساب كنيدحاصل: مثال   F.ds ; F x y z ; s x y z R= + + = + + =∫∫ 3 3 3 2 2 2 2 

) :حل ) ( ) ( )
R

s F.ds r r sin drd d R R
π π ⎛ ⎞= θ ϕ θ = × π × = π⎜ ⎟

⎝ ⎠∫∫ ∫ ∫ ∫
2 2 2 5 53 123 2 25 5  

  انتگرال منحني الخط
  :شود  باشد انتگرال منحني الخط به صورت روبرو تعريف ميC المان طول قوس بر روي منحني dsاگر 

 تصوير روي



 
 

7  صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  سيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي ب

  2 و1رياضي

x

y

1

1

( ) ( ) ( ) ( )
C

I f x, y,z ds ; ds dx dy dz= = + +∫ 2 2 2  

x در صفحه با معدلات پارامتري Cاگر منحني  p(t)
y q(t)
=⎧

⎨ =⎩
ds  : ه باشد آنگاه تعريف شد p (t) q (t)dt′ ′= +2 2  

  
f تابع انتگرال: مثال   (x, y,z) x z= z روي منحني + t= و y sin t= C و 2 : x cos t= ≥t وقتي 2 ≤ πچقدر است؟   

  : حل

( ) ( ) ( )
C

I x z ds cos t t sin t cos t dt cos t t dt sin t t
ππ π ⎡ ⎤

= + = + + + = + = + = π⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫ ∫2 2 2 25 52 4 4 1 5 2 2 5 2 2  

)   :اي داريم  مختصات استوانهدر: 1نكته    ) ( ) ( )ds d d dz= ρ ϕ + ρ +2 2 2  
  
  

)  : در مختصات كروي داريم:2نكته    ) ( ) ( )ds dr rd r sin d= + θ + θ ϕ2 2 2  
  

 از فرمول (S) براي محاسبه طول قوس يك منحني :3نكته   
r

r
ds∫

2

1

  .كنيم  استفاده مي1

  
x  :شود  به صورت روبرو تعريف ميC در مسير منحني Fوي كار نير :4نكته    y z

C c
F.dr F dx F dy F dz= + +∫ ∫  

) به صورت پارامتري باشد Cاگر منحني  )C : x X(t), y Y(t),z Z(t)= = ):  آنگاه= )
t

x y x
C t

F.dr F X (t) F Y (t) F Z (t) dt′ ′ ′= + +∫ ∫
2

1

  

  قضيه استوكس
 C و كرانه    S در   Fهمچنين فرض كنيد ميدان برداري      .  باشد S نيز منحني كرانة     Cد و   دار و هموار در فضا باش        يك سطح جهت   Sفرض كنيد   

) :پيوسته باشد در اين صورت داريم  )C
s

F.dr F .ds= ∇×∫ ∫ ∫ 

zFدر حالتي كه    : باشد، قضيه را گرين گويند و خواهيم داشت=
y x

x y yC
S

F FF dx F d dxdy
x y

∂⎡ ⎤∂
+ = −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∫ ∫ ∫  

الخط     پايستار باشد، انتگرال منحني    Fاگر ميدان برداري    : نتيجه
c

F.dr∫       داشـتن     تـوان بـا ثابـت نگـه          مستقل از مسير است و مـيx   و y   و z  در 

  .گيري آن را ساده كرد فواصل انتگرال
  

  .هاي پايستار اين مقدار برابر صفر است براي ميدان. كنيم  را محاسبه مي×∇F ميدان مقدار  تشخيص پايستار بودن يكبراي: نكته  

  : نمونه سؤالات
) حاصل -1 )y

C
e sin x dx dy−    منحني نشان داده شده است، كدام است؟C كه در آن ∫+

1 (e cos− −1 1  2 (e cos+ −1 3  3 (e cos− −1 3  4 (e cos+ − ≤1 1  



 
 

8  صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن ه دور  سيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي ب

  2 و1رياضي

 محيط منحني بسته -2
x y z

x y z

+ + =⎧⎪
⎨

+ + =⎪⎩
2 2 2

3
4

   كدام است؟

1 (π  2 (π2  3 (π3
4  4 (π2

3  
≥t به معادله پارامتري روبرو وقتي C طول قوس منحني -3    است كدام است؟1≥

C : x cos t ; y sin t ; z ln cos tπ π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠4 4 4  

1 (lnπ 24  2 (lnπ 22  3 (( )ln +1 2  4 (( )lnπ
+1 24  

   روبرو كدام است؟ حاصل انتگرال-4
x

x y dydx
−

+∫ ∫
22 2 2 2 

1 (π
3  2 (π 2

3  3 (π 2
6  4 (π

6  

) حاصل -5 ) ( )
c

x y dx x y dy+ + −∫ 3 22 4 x بيضي به معادله C كه در آن 3 y+ =2 24   باشد كدام است؟  مي4

1 (4
27  2 (8

81  3 (8
27  4 (16

81  

) كار نيروي -6 ) ( )ˆ ˆF y x i xy j= + + +2 2 x روي مسير دايره 1 y+ =2 2 ) از نقطه 1 ) به 1,(    كدام است؟1,(

1 (  2( 1  3 (1-   4 (1
2  

) اگر -7 )F x, y,z x باشد، حاصل = y z
y z x
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

   كدام است؟

1 (F  2 (-F  3 (1  4 (1-  
x اگر -8 zf (x, y,z) (z y ) −= + )p در نقطه f باشد گراديان تابع 2 , ,    كدام است؟111(
1 (( )ln , ,−2 1  2 (( )ln , ,− 2 1  3 (( )ln , , ln2 2  4 (( )ln , , ln−2 2  
F كرل ميدان -9 u v v u= ∇ +   : برابر است با∇
)) 3  ∇(uv)) 2   صفر)1 ). (uv)∇ ∇  4 ((u v)∇ +  

y زاويه كرل ميدان برداري -10 y xzˆ ˆ ˆF e i yz j e k= + p در نقطة − ln , ,⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 3    كدام است؟oz با محور 12

1 (Arccos 3
2  2 (Arcsin 3

2  3 (π
3  4 (π

6  

  حل نمونه سوالات
  . صحيح است2 گزينه -1

( )x x

C : y x , x

dy dx I e sin x dx e cos x x e cos− −

= − ≤ ≤

⎡ ⎤= − ⇒ = − − = − + − = + −⎢ ⎥⎣ ⎦∫
1 11 1

1 1

1 1 3  

Rاي است به شعاع       كه دايره . منحني فوق از تقاطع يك صفحه باكره پديده آمده است         .  صحيح است  2 گزينه   -2 OH−2  فاصـله   OH كه   2
  :باشد داريم  شعاع كره ميRمركز كره از صفحه است و 

| |OH , R r I r−
= = = ⇒ = − = ⇒ = π = π

3 3 2 4 3 1 2 2
3

 



9  صيرهاي آمادگي آزمون كارشناسي ارشد ن هدور  سيج دانشجويي دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسيب

  2 و1رياضي
  . صحيح است3 گزينه-3

r cos t , sin t , ln cos tπ π π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠4 4 4

( )

drV sin t , cos t , tg t | V | tg t sec t
dt

L sec tdt ln sec t tg t L ln

π π π π π π π π π π⎛ ⎞= = − − ⇒ = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

π π π π⎛ ⎞⇒ = = + ⇒ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

2

11

14 4 4 4 4 4 4 4 4 4

2 14 4 4 4
  . صحيح است2 گزينه-4

x
I x y dydx I . d d

π
− π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ⇒ = ρρ ρ ϕ = × ρ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫
2 22 2 222 2 31 2

2 3 3
  . صحيح است4 گزينه-5

D D
D

x y S ab (x y)dx ( x y )dy ( )ds s+ = ⇒ = π = π ⇒ + + − = − = = π∫ ∫ ∫
2 2 3 21 2 2 4 3 4 2 2 44

  . صحيح است4 گزينه-6

( )

y x

x y

, ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

F FI (y x)dx ( xy )dy ; y y
x y

I (y x)dx ( xy )dy ( ,x)dx ( )dy

+ =

∂ ∂
= + + + − = − =

∂ ∂

⇒ = + + + = + + = − + =

∫

∫ ∫ ∫

2 2

2

1
1 12

1 1

2 1 2 2

1 12 1 1 12 2
  . صحيح است4 گزينه-7

y z x
x y z

F F Fx y z x y z; ;
y F dz F x F y z x

−∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = − = − ⇒ = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
1  

  . صحيح است4 گزينه-8

( )

x z

x y x z x z x z

f (x, y,z) (x y ) f

(x z)(x y ) (x y ) ln(x y ) , y(x z)(x y ) , (x y ) ln(x y )

f ( , , ) ln , , ln

−

− − − − − −

= + ⇒∇ =

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + + + − + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⇒ ∇ = −

2

2 1 2 2 2 1 2 22

111 2 2
F  . صحيح است1 گزينه-9 u v v u (uv) F (uv)= ∇ + ∇ =∇ ⇒ ∇× =∇×∇ =  

  . صحيح است3 گزينه-10
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