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 دینامیک سازه ها 1-1

در برابر بارهای دینامیکی.  و بررسی رفتار آنها موضوع علم دینامیک سازه عبارت است از محاسبه پاسخ سازه ها

عت، شتاب، عکس العمل تکیه گاه، نیروهای داخلی و تنن  هنا و   منظور از پاسخ سازه کمیت هایی نظیر تغییرمکان، سر

 تنابعی از زمنان باشند.    هنا آن یا جهنت  منظور از بارهای دینامیکی بارهایی است که مقدار یا محل اثر کرن  ها می باشد.

باشند.   معمولاً تحلیل دینامیکی سازه ها بجز در حالت های خاصی، پیچیده، دشوار و از نظنر محاسنباتی و نت گینر منی     

 بنابراین معمولاً این نوع تحلیل بوسیلة نرم افزارهای کامپیوتری انجام می شود. 

 

 بارهاي دینامیكي انواع  1-2

 توان تقسیم بندی نمود: را به دو دسته می بارهای دینامیکی

 ( Prescribed) ( یا بارهای از پی  تعریف شدهDeterministic)نیّبارهای متع -الف

 (Probabilistic( یا احتمالی)Random) تصادفی ( یاNondeterministic) نیّمتع غیر بارهای  -ب 

بارهنایی هسنتند کنه     نیّمتعن  بارهایی هستند که تغییرات زمانی آنها معلنوم اسنت ولنی بارهنای غینر      نیّمتعبارهای 

ن، میانگین مربعات، وارینانس  تغییرات زمانی آنها د یقاَ معلوم نیست ولی می توان بعضی از توابع آماری آنها نظیر میانگی

بارهنایی   نیّمتع بارهایی هستند که اتفاق افتاده اند ولی بارهای غیر نیّمتعتوان گفت که بارهای  و ... را تعریف نمود. می

چنون تغیینرات زمنانی آن     اسنت  نیّمتعن  شوند. مثلاً زلزله ای که اتفاق افتناده اسنت   هستند که در آینده به سازه وارد می

چون تغییرات  است نیّمتع شود غیر ولی زلزله ای که در آینده اتفاق می افتد و سازه برای آن طراحی می .مشخص است

 .زمانی آن معلوم نیست

شنود بنه سنازه وارد شنوند بارهنای تصنادفی        به این ترتیب کلیه بارهایی که در هنگام طراحی سازه پی  بینی می

شود به سازه وارد  چون بار مرده ای که در هنگام طراحی فرض می است، مرده ساختمان نیز بار تصادفیهستند. حتی بار 
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و احتمالاً در طول زمان تغییر خواهد کرد که تغیینرات آن بنا زمنان مشنخص      بینی نمود را د یقاً نمی توان پی  می شود

 نیست.

 تقسیم بندی نمود. یربه شرح ز توان به انواع مختلفی را می بارها این  است. نیّمتع بارهای کتابموضوع این 

)شنکل   شنود  بارهایی هستند که شکل آنها در یک محدوده زمانی تکرار منی  :(Periodicبارهای متناوب) -الف

1-1  .) 

 

 بارهای متناوبنمونه از  1-1شکل 

 

 شوند: تناوب خود به دو دسته تقسیم بندی میمبارهای 

تشکیل  یا کسینوسی ینوسیط از یک موج س( بارهایی که فقSimple Harmonicبار هارمونیک ساده) -1

 (.2-1)شکلمیشوند

 

 

 

  

 مثال هایی از بارهای هارمونیک ساده  2-1شکل 



 مقدمه                                                                                                                                                         فصل اول

 

 

5 

 

 ( Complex periodicبار تناوبی پیچیده) -2

و ینا حتنی ننامنظم     (3-1)شنکل   نوع بار ترکیبی از چند بار هارمونیک ساده با فرکانس و دامنه های مختلنف این 

 یا اسکله ها هستند. نیروی امواج بر سازه های دریاییه ای از این بارها میتواند باشد. نمون

 

 

 

 

 

 نمونه ای از بار تناوبی پیچیده  3-1شکل 

 

 (Impulsive loadingبارهای ضربه ای)  -ب

بارهایی که مدت زمان اعمال آنها بسیار کوتاه باشد.مثل نیروی انفجار یا ضربه آسانسور ینا برخنورد کنامیون بنه      

 (.4-1یه پل )شکل پا

 

 نمونه ای از بار انفجاری 4-1شکل 
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 (Irregularبارهای نامنظم) -پ

 (.5-1)شکل  که شکل هندسی خاصی ندارند مثل بار زلزله هستند بارهایی 

 

 

 شتاب زلزله السنترو  5-1شکل 

 

 

 مثال هایي از بارهاي دینامیكي 1-3

بار دینامیکی است. چون واضح است که وابسته بنه زمنان منی    یک نوع  زلزله بار. (Earthquakeبار زلزله ) -الف

البته زلزله خود بار نیست بلکه حرکات زمین است که چون در جرم ساختمان شتاب ایجاد می کنند، باعنت تولیند     باشد.

 نیروی اینرسی در سازه شده که اصطلاحاً نیروی زلزله نامیده می شود.

باد تابعی از زمان می باشد. یعنی در یک لحظه از زمان ممکن است واضح است که فشار  . (Wind)فشار باد -ب

 بنابراین فشار باد نیز یک نوع بار دینامیکی محسوب می شود. مقداری باشد و پس از آن کم یا زیاد شود.
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و  ، نیرویی ایجاد می کند که تنابعی از زمنان  ی ساحلی و فراساحلیسازه ها یفشار امواج رو . (Wave)موج -پ

 است. تیجه دینامیکیدر ن

بناری اسنت کنه مقندار آن را منی تنوان ثابنت         حرکت اتومبیل روی پل. (Moving Loadبارهای متحرک) -ت

حنرک نینز   تدرنظر گرفت )با صرفنظر کردن از اثرات ضربه( ولی مو عینت آن بنا زمنان متغینر اسنت. بننابراین بارهنای م       

 دینامیکی محسوب میشوند.

عضی از سازه ها )مثل پایه پنل هنا ینا حفنای هنای اطنرا  جناده و...( در معنرض         ب. (Impactضربه اتومبیل) -ث

 برخورد اتومبیل هستند. این نیرو نیز تابعی از زمان ودینامیکی است.

صنورتی کنه   ماشین آلاتی که به سازه متصل می شنوند در   . (Rotating Machineryماشین آلات ارتعاشی) -ج

انسور، چیلر، کمپرسور و...(، نیرویی به سازه وارد می کنند که تابعی از زمنان و  یک موتور محرک داشته باشند)مثل آس

 دینامیکی است.

، وزش ملاینم  ارتعاشاتی که بر اثر عوامل محیطنی مثنل ترافینک   . (Ambient Vibrationارتعاشات محیطی) -چ

 شوند. ینیز در زمره بارهای دینامیکی محسوب مگردند  های ریز زمین ایجاد میو لرزش  هوا،

بار زنده وارد بر سازه ها نیز دینامیکی است زیرا این بار بعضی او نات بنه سنازه وارد     .(Live Load)بار زنده -ح

 بعضی او ات این بار وجود ندارد.می شود و 

حتی بار مرده ساختمان را نیز می توان دینامیکی محسوب نمود زیرا این بنار نینز بنه    . (Dead Load)بار مرده -خ 

حتی در زمان بهره برداری ممکن اسنت بنارمرده بنه سناختمان تغیینر کنند        شود. مان به سازه وارد میج ودر طول زتدری

 بنابراین بار مرده نیز تابعی از زمان میباشد.

 

 



 علیرضا فیوض                                              دینامیک سازه ها                                                                                 

 

8 

 

 تفاوت بین مسائل دینامیكي و استاتیكي 1-4

 بین مسائل استاتیکی و دینامیکی سه تفاوت عمده وجود دارد:

چون نیروی ینامیکی ولی در مسائل د نسبت به زمان ثابت هستندنیروی وارد و پاسخ سازه  در مسائل استاتیکی -1

به همین دلیل تحلیل دینامیکی معمولاً مشکل تر  زمان می باشد.وارد به سازه تابعی از زمان است پاسخ سازه نیز تابعی از 

 و و ت گیرتر از تحلیل استاتیکی است.

مختلف سازه دارای سرعت المان های مسائل دینامیکی تغییر مکان سازه تابعی از زمان است بنابر این  چون در -2

در شتاب آنها نیروینی بوجنود منی آورد کنه نینروی      المان و شتاب نیز هستند. همانطور که می دانیم حاصل ضرب جرم 

در مسائل دینامیکی باید اثر نیروی اینرسی درنظنر  ولی  اینرسی نامیده می شود. در مسائل استاتیکی این نیرو وجود ندارد

 گرفته شود.

ینک حرکنت نوسنانی     سرعت اولیه باشند و سنپس بنه آن نینرو وارد نشنود      اگر سازه ای دارای تغییر مکان یا -3

به تدریج و به مرور زمان دامنه حرکت آن کاه  مییابد تنا بنالاخره بنه صنفر میرسند. علنت اینن امنر          خواهد داشت که

انرژی است که خاص مسائل دینامیکی می باشد. عامل اتلا  انرژی در مسائل دینامیکی میرایی نامیده میشود. در  اتلا 

عوامنل بوجنود    مسائل استاتیکی میرایی وجود ندارد ولی در مسائل دینامیکی لازم است میرایی نیز درنظنر گرفتنه شنود.   

ه است. بعضنی از اینن عوامنل عبارتنند از: اصنطکاک در اتصنالات       آمدن میرایی در سازه ها بسیار زیاد و تقریباً ناشناخت

فلزی، باز و بسته شدن ترک های مویی در بتن، اصطکاک بین سازه و عناصنر غینر سنازه ای و .... در تحلینل دیننامیکی      

  جهنت  سازه ها، میرایی نیز به صورت یک نیرو در نظر گرفته می شود که این نیرو نیز همانند نیروی اینرسنی بنر خنلا   

 حرکت می باشد.

 

 روش مدلسازي  1-5

 به دو صورت می توان یک سازه را مدلسازی نمود:
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سازه در نقاط معینی به صنورت متمرکنزدر    ، سختی، میرایی و نیرویدر این روش جرم: )الف(مدل جرم متمرکز

 نظر گرفته می شود. 

 

سازه به صورت پیوسته در نظنر گرفتنه منی     : در این روش جرم، سختی، میرایی یا نیروی ب ( مدل جرم پیوسته) 

 شود. 

می توان گفت که کلیه سازه های وا عی از مدل جرم پیوسته تبعیت می کنند ولی با فرضیاتی می توان آنها را بنه  

 صورت جرم متمرکز درنظر گرفت . 

 

 

 دینامیكي سازه ها تحلیل اصلي فرضیات 1-6

درنظر گرفتنه منی شنود همنان فرضنیات اصنلی تحلینل         این درس در فرضیاتی که برای تحلیل دینامیکی سازه ها

 که عبارتند از: استاتیکی سازه ها می باشند

)الف( تغییر فرم های کوچک: بر اساس این فرض تغییر فرمها آنقدر کوچک هستند که روی روابط تعادل تنثثیر  

 زیادی نمی گذارند.

رفته می شود که رابطه بین تن  و کنرن  بنه صنورت    خطی بودن سازه: این فرض به این مفهوم در نظر گ) ب ( 

بنا   خطی است. همچنین رفتار سیستم به صورت ارتجاعی است یعنی با برداشتن بار سازه به جای اول خود بر می گنردد. 

 صادق بودن این فرض اصل جمع آثار  وا نیز بر رار خواهد بود.

 ین دو فرض استفاده می شود.بجز در جاهایی که صراحتاً ذکر می شود از اکتاب  این در
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 (Mass and weightجرم و وزن ) 1-7

م و وزن گاهی او ات ابهام برانگیز است. به همین دلیل در اینجا این اختلا  شرح داده می شود. راختلا  بین ج

در سیستم جرم مقدار مادة موجود در جسم است در حالیکه وزن نیروی لازم برای ایجاد شتاب جاذبه در جسم می باشد. 

 های اندازه گیری مختلف واحدهای این دو کمیت متفاوت می باشد که در زیر شرح داده می شوند.

 (SIسیستم واحدهاي استاندارد بین المللي )

( است. بنا بنه تعرینف ینک نینوتن مقندار      Kg( و واحد جرم کیلوگرم )Nدر این سیستم واحد وزن و نیرو نیوتن )

 رم یک کیلوگرم شتاب یک متر بر مجذور ثانیه می دهد. نیرویی است که به جسمی به ج

    2m/sec 1Kg 1N 1      maF  

که برابر است با فشاری که نیروی یک نیوتنی بر سطحی به  ( است Paدر این سیستم واحد تن  پاسکال )

 مساحت یک متر مربع وارد می کند.

 گرفته می شود. 2m/sec 10تذکر: در مسائل مهندسی معمولاً شتاب جاذبه برابر  

 

 مثال:

3kg/m 7850ρجرم یک متر مکعب فولاد        

3N/m 78500107850ρgγوزن یک متر مکعب فولاد        

GPa 200Pa 102E         ضریب الاستیسیتة فولاد  11  

MPa 240Fy                     تن  تسلیم فولاد  

 

 (MKS)متریک م واحدهاي سیست
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( و Kgfاین سیستم، سیستم رایج در مهندسی و عر  جامعه ایران است. در این سیستم واحد وزن کیلوگرم نیرو )

بنا به تعریف یک کیلوگرم نیرو، نیرویی است که به جسمی به جرم یک کیلنوگرم  . ( می باشدKgواحد جرم کیلوگرم )

 شتابی برابر با شتاب جاذبه بدهد.

   2m/sec 10Kg 1Kgf 1      mgW  

 در اصطلاح عموم بجای کیلوگرم نیرو، فقط کیلوگرم گفته می شود.

 مثال :

3kg/m 785ρجرم یک متر مکعب فولاد        

3Kgf/m 785010785ρgγوزن یک متر مکعب فولاد        

26210ضریب الاستیسیتة فولاد           Kgf/cm 10 2Kgf/m 102E  

2لاد                     تن  تسلیم فو

y Kgf/cm 2400F  

msecKg/تذکر: بعضی و ت ها در این سیستم واحد جرم به صورت  2 .بیان می شود 

 

 



 

 

 

 

 2فصل 

 

 

عادله حرکت سیستم های م

 یکدرجه آزاد
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 های یک درجه آزاد سیستممعرفی  2-1

تند کته  سیستتم هتایه هست    (Single Degree Of Freedom Systems, SDOF)سیستتم هتای یتک درجته آزاد    

 عبارت است از:توان بر حسب جابجایه یک نقطه بیان نمود. مثال هایه از این سیستم جابجایه کلیه نقاط آن را مه 

 میراگر -فنر -سیستم جرم -الف

 تشتکیل شتده استت.     میراگتر ه از یک جرم، یتک فنتر ی یتک    مه باشد کاین سیستم ساده ترین سیستم دینامیکه 

جترم آن بیتان   در یاقع بوسیله جابجایه  جابجایه این سیستم نشان داده شده است. 3-2شکل  در نمونه ای از این سیستم

 .شود مه

 

 
 میراگر-فنر-سیستم جرم 3 -2شکل         

 

 مدل یک درجه آزاد از یک قاب یک طبقه -ب

به صورت یک سیستم یک درجه آزاد در نظتر گرفتت    یک قاب یک طبقه که سقف آن صلب باشد را مه توان

کته بترای ایتن قتاب امکتان      حرکته صلب بودن سقف سبب مه شود که سقف دیران نداشته باشد ی تنها  (.2-2)شکل 

 به عنوان درجه آزادی در نظر گرفته مه شود.. این جابجایه پذیر است جابجایه افقه سقف است

 

 
 سقف صلبسیستم  2-2شکل                 
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 به آنها پرداخته مه شود. 9نه های دیگری از سیستم های یک درجه آزاد نیز یجود دارند که در فصل نمو

 

 م های دینامیکیاجزای سیست 2-2

 شده اند: لسیستم های دینامیکه از اجزای زیر تشکی

 به عبارت دیگر سیستم های بدین جرم، دینامیکه نیستند.  های دینامیکه حتماً جرم دارند. سیستم ،(Massجرم ) -الف

ت در مقابتل  سخته بته معنته عامتل مقایمت     سیستم های دینامیکه حتماً دارای سخته هستند. ،(Stiffnessسخته ) –ب  

البتته اگتر سیستتم ستخته      بنابراین اگر سیستمه سخته نداشته باشتد، دینتامیکه نیستت.   تغییر فرم در نظر گرفته مه شود. 

نداشته باشد حرکت آن به صورت جسم صلب است که یک نوع سیستم دینامیکه است که موضوع آن خارج از بحث 

 توضیحات مفصل تر ی جزیه تری داده مه شود. 31-2در مورد سخته سیستم در بخش  این کتاب مه باشد. 

میرایه جزء خصوصیات ذاته سیستم های دینامیکه استت ی در کلیته ایتن سیستتمها یجتود       ،(Dampingمیرایه ) –ج  

این موضوع جزء یاقعیات سیستم های دینامیکه است ی بیان کننتده استته ا انتردی در یتک سیستتم دینتامیکه        دارد.

 است. 

به سیستمهای دینامیکه ممکن است نیری یارد شود. البته یارد شدن نیری جزء شریط الزامته سیستتم    ،(Forceنیری ) –د  

 .نیری یارد نشوددینامیکه سیستم یک  به های دینامیکه نیست ی ممکن است

 

 

 معادله حركت سیستم های یک درجه آزاد 2-3

 فه یجود دارد. این ریش ها عبارتند از:ریش های مختل حرکت سیستم های دینامیکهبرای نوشتن معادلة 

 شود که ریابط تعادل دینامیکه بدست مه آید. از قانون دیم نیوتن استفاده مهدر این ریش  :( اصل دالامبر3     

مه در حتال تعتادل )استتاتیکه یتا     : این ریش بر اساس این اصل بنا شتده استت کته اگتر سیستت     ( ریش کار مجازی2     

به آن یک تغییر مکان کوچک که با تکیه گاههای آن سازگار باشتد داده شتود، مجمتوع کتار انجتام      باشد ی  امیکه(دین

 شده توسط نیریهای یارد بر آن صفر است.

این ریش همان ریش انردی است. بر اساس آن مجموع انتردی پتانستیل یجنبشته سیستتم در هتر       :( اصل هامیلتون1     

 لحظه از زمان ثابت مه ماند.
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مسئله مه توان از هر یک از این ریش ها برای نوشتن معادلة حرکت استفاده نمود. یله در هتر مستئله بستته بته     برای هر 

 صورت مسئله یکه از این ریش ساده تر است. در ادامه این ریش ها توضیح داده مه شود.

 

 اصل دالامبر )روش تعادل( 2-3-1

 ه ترسیم مه شود. سپس معادلة تعادل نوشته خواهد شد.در این ریش نمودار جسم آزاد سیستم در یک لحظة دلخوا

-2در شکل  tدر لحظه سیستم  این نمودار جسم آزادمیراگر را در نظر بگیرید.  -فنر-برای توضیح این ریش سیستم جرم

 نشان داده شده است. 1

 

 
 نمودار جسم آزاد سیستم جرم فنر 1-2شکل 

 

 وشته مه شود.رابطه تعادل برای این سیستم به صورت زیر ن

(2-3   )                                                                                                                              tPtftftf sDI  

 که در آن:

  tf I  =  نیریی اینرسه (Inertia force)  

  tfD =  نیریی میرایه (Damping force)  

  tf s =  ( نیریی فنرSpring force)  

  tP =  نیریی خارجه (External force)  

 در ادامه هر یک از این نیریها محاسبه مه شود.

 

 نیروی فنر  -2-3-1-1

بدین هیچ تحریک دینامیکه یارد مه شود.  Sfکه به آن نیریی ید را در نظر بگیر 1-2های یکدرجه آزاد شکل  سیستم

 Sfب نیریی فنر برابر 1-2ی در سیستم   Sfالف  نیریی برشه در انتهای ستون های برابر 1-2یاضح است که در سیستم 
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گفتته  ( Elastic Forceبعضه ایقتات نیتریی ارتجتاعه )    ی (Spring Force) ی فنربه همین دلیل به آن نیری خواهد بود.

 مه دهد. تغییر مکان   uبراثر این نیری سیستم به مقدار  مه شود.

 

 
 سیستم یکدرجه آزاد تحت اثر نیریی ثابت 1-2شکل 

 

 ی رابطه  عمل مه کند  (1-2)شکل  تجاعه خطهرا صورت نیز کم یسیستم به u کم باشد تغییرمکان Sfاگر نیریی 

 در این شکل داریم: است .( 1-2شکل ) تغییرمکان به صورت-نیری

 

 

 
 رابطه نیریی فنر با تغییر فرم  1-2شکل 

 

(2-2                                                                     )                                                                            k.u=  S f 

، نامیتده مته   kدر این رابطه فرض شده است که نیریی فنر با تغییر فرم آن متناسب است ی ضریب تناستب ستخته فنتر،    

است. هر چند محاسبه سخته ستازه   نیری بر طول ، k بُعدتغییر مکان سیستم مه باشند.   uنیریی فنری ی  S fشود. همچنین 

ریش محاسبه سخته سیستم های  1-2ا موضوع دریس تحلیل سازه ها ی ریش اجزای محدید مه باشد لیکن در بخش ه

 یک درجه آزاد تشریح مه شود.
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برای . (1-2 )شکله ی غیر ارتجاعه خواهد شدطغیرخ تعییر مکان به صورت –زیاد باشد رابطه نیری  Sfاگر نیریی 

های  ریش را با ااین قبیل سیستم ه ه بین نیری ی تغییر مکان مشخص باشد. معمولاًتحلیل سیستم های غیر خطه باید رابط

 به آن پرداخته مه شود.  8 نمه توان تحلیل نمود ی باید به ریش های عددی متوسل شد که در فصلمعموله 

 

 
 رفتار غیرخطه فنر 1-2شکل 

 

 

 

 نیروی اینرسی  -2-3-1-2

د نیریهای یارد بر جسمه صفر نباشتد آن جستم حرکتته بتا شتتاب خواهتد داشتت.        اگر برآین بر اساس قانون دیم نیوتن

مته   جستم  ضتریب تناستب جترم    نسبت مستقیم دارد یمقدار این شتاب با نیریی یارد که نیریی اینرسه نامیده مه شود 

 .(1-2باشد)شکل 

 
 رابطه نیریی اینرسه با شتاب 1-2شکل 

 

 بنابراین:

(2-1                      )                                                                                                             If (t)=m.u(t) 
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If که در آن (t)  ،نیریی اینرسهm جرم سیستم ی u(t)  مه باشد. (دیم تغییر مکان مشتق) سیستمشتاب 

 

 نیروی میرایی   2-3-1-3

میرایه فرآیندی است که سبب استه ا انردی مه شود. ات ف انردی بدلایل مختلف در سیستم های دینامیکه یجود 

دارد. اصطکاا یکه از پدیده هایه است که سبب ات ف انردی مه شود. در سیستتم هتای ستاختمانه  اتت ف انتردی      

ظیر باز ی بسته شدن ترا ها در ساختمان های بتن آرمه در حرکتت هتای رفتت ی برگشتته ی اصتطکاا بتین       بدلایله ن

  صورت مه گیرد. ی ... اجزای سازه های فولادی، اصطکاا بین اجزای سازه ای ی غیرسازه ای

الت سکون منحرف شتده  برای اینکه تصور بهتری از میرایه داشته باشید، یک تار گیتار را در نظر بگیرید که کمه از ح

این تار شریع به ارتعاش مه کند یله پس از هر رفت ی برگشت مقداری از دامنته ارتعتاش آن    باشد ی سپس رها گردد.

شتر آن بدلیل اصطکاا تتار بتا هتوا ی بتا     کاسته مه شود. این کاهش دامنه بدلیل استه ا انردی صورت میگیرد که بی

  مه آید. اتصالات آن است که به صورت گرما در

بت به نیریهای فنری ی اینرسه داشته ی به پارامترهای زیادی بستگه دارد که شاید نیریی میرایه یضعیت پیچیده تری نس

در اصل رابطه ای که بتوان نیریی میرایه را بر اساس آن بدست آید ی مورد بعضه از آنها هنوز ناشناخته باقه مانده اند. 

میرایه سازه را به صورت ساده شده ای بتا یتک میراگتر     ست نیامده است. یله مه توانقبول همه محققین باشد هنوز بد

مدلسازی نمود. در اصل میرایه یاقعه سازه در کلیه نقاط آن یجود دارد یله با فرض ساده کننده ای مه توان میرایه را 

 آن متناستب بتا سترعت   سازه  یهنیریی میرادر یک نقطه ی به صورت متمرکز در نظر گرفت. معمولاً فرض مه شود که 

ضریب میرایه به گونه ای تعیین مه شود که انردی ضریب تناسب، ضریب میرایه نامیده مه شود.  ی (8-2است ) شکل 

لازم به ذکر است که میرایه سیستمه کته در  انردی ات ف شده توسط کل سازه برابر باشد. ات ف شده توسط میراگر با 

 ( نامیده مه شود.viscousا سرعت باشد، میرایه لزج )آن نیریی میرایه متناسب ب

 

 
 رابطه نیریی میرایه با سرعت 8-2شکل 
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 مه توان نوشت:با فرض خطه بودن رابطه نیریی میرایه با سرعت سازه  بنابراین

(2-1                                                                                            )                                        Df (t)=c.u(t) 

 که در آن tfD  ،نیریی میرایهC ضریب میرایه ی  tu  ضریب میرایته  بُعد  ( مه باشد.مشتق ایل تغییر مکان)سرعت

 مه باشد. SI  ،N.Sec/mیاحد ضریب میرایه در سیستم  زمان بر طول مه باشد.-نیری

 

  معادله تعادل  -2-3-1-4

 خواهیم داشت:( 3-2( در رابطه )1-2( تا )2-2) ذاری ریابطجایگبا  

(2-1                                                                                                                  )mu(t)+cu(t)+ku(t)=p(t) 

معادله، معادله حرکت سیستم یک درجه آزاد است. همانطور که مشاهده مه شود این معادله یک معادله دیفرانسیل این 

در فصتول آینتده ایتن معادلته بترای       دارد. p(t)با ضرایب ثابت است که حل آن بستتگه بته    2، مرتبه  ،خطهمعموله، 

 حل مه شود. p(t)حالت های مختلف 

 

شکل زیر یک آینگ ساده که از یک طناب بدین جرم ی یک جرم نقطه ای تشکیل شده است را نشان مه دهد.  -مثال

 معادلة حرکت این آینگ را بدست آیرید.

 

 

 

 

 

 دار جسم آزاد آن به صورت زیر است. تغییرفرم آینگ ی نمو tدر لحظة دلخواه  –حل 
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T ،نیریی کشش طناب  mg  یزن جسم یIf  : نیریی اینرسه هستند. نیریی اینرسه برابر است با 

 

 عبارتست از: Oگشتایر نیریها حول نقطة 

0θ) Lsin(mgLf I   

0θ) sin( gθL   

 مه توان نوشت: ،کوچک باشد چنانچه م حظه مه شود این رابطه غیر خطه است.  اگر زاییة 

0θωθ      0θ gθL 2   

 که در آن:

  
L

g
ω2  

 

 (Principle of virtual work)اصل كار مجازی 2-4

که  تغییرمکان مجازی یک در این ریش نیز نیریهای یارد بر سیستم در یک لحظة دلخواه در نظر گرفته مه شود. سپس

اساس اصل کار مجازی، کار انجام شده توسط کلیة نیریها شود. بر به سیستم داده مه  با شرایط تکیه گاهه سازگار باشد

 در این تغییرمکان مجازی صفر است. 

داده  δuاگربه سیستم تغییرمکان مجازی  ( نشان داده شده است.1-2در شکل ) همان است که نمودار جسم آزاد سیستم

 د با:شود، کار انجام شده توسط این نیریها برابرن

(2-1)                                                                                      0δu P(t)δuf-δuf-δuf-     0δW sDI  

θmLfI

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جهتت تغییرمکتان مجتازی    مختالف   هت نیریهای اینرسه، میرایه ی فنرع مت های منفه در این رابطه بدلیل اینستکه ج

هم جهت هستند بنابراین کار انجام شده توسط این نیری مثبت مه باشد. مجازی  یله نیریی خارجه ی تغییرمکان هستند،

 ( بدست مه آید.3-2) معادلة حذف مه شود ی همان  δuة فوق تغییر مکان مجازی معادلدر  م حظه مه شود که

 

 ( Hamilton’s principle) )روش انرژی( اصل هامیلتون 2-5

تیو در ل تغییرات انردی جنبشه ی پتانسیل به اضافه تغییرات کار انجام شده توسط نیریهای غیتر کتانزریا  این اصبر اساس 

 این اصل بصورت زیر بیان مه شود : . طه هر فاصله زمانه صفراست

(2-1 )                                                                                                                     0dtδWV)δ(T
2

1

t

t
nc  

 که در آن:

T  انردی جنبشه سیستم 

V ی پتانسیل سیستمدانر 

 ncW یاتیو شامل نیریهای استه ا ی نیریهای خارجهرکار انجام شده توسط نیریهای غیر کانز 

  تغییرات در طه فاصله زمانه نشان داده شده 

یش کار مجتازی گرچته جمت ت    با کمیتهای عددی است در حالیکه در رمزیت این ریش اینست که سریکارش فقط 

 انردی جنبشه ی پتانسیل از ریابط زیر بدست مه آیند.ی هستند یله نیریها ی جابجائه بردار مه باشند . ددبصورت ع

(2-8)                                                                                                               22 ku
2

1
V      ,       um

2

1
T   

 بنابراین:

(2-9                                                                                                 ) 
2

1

2

1

2

1 ttt
δudtku dtuδumV)dtδ(T

ttt

 
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 زیر در مه آید:این رابطه با استفاده از انتگرال گیری جزء به جزء به صورت  سمت راست ایل جملة

(2-31 )                                                                                                      
2

1

2

1

2

1

t

t

t

t

t

t
dtuδu  mδu umdtuδum  

u  عبارت ایل رابطة فوق صفر است. بنابراین رابطة مقدار دلخواه ی ثابته است در نتیجه تغییرات آن صفر مه باشد. یعنه

 ( برابر خواهدشد با:2-9)

(2-33 )                                                                                            
2

1

2

1

2

1 ttt
δudtku δudtumV)dtδ(T

ttt

 

نیریهای غیرکانزریاتیو عبارتند از نیریهای خارجه ی نیریی میرایه. کار انجتام شتده توستط ایتن نیریهتا در تغییرمکتان       

 برابر است با: δuه دلخوا

(2-32 )                                                                                                           
2

1

2

1

t

t

t

t
nc dtδuucδu p(t)dtδw  

 ( خواهیم داشت:1-2( در رابطة )32-2( ی )33-2با قراردادن ریابط )

(2-31 )                                                             p(t)kuucum       0δudt p(t)ku-ucum-
2

1

t

t
  

 

 

 

 نیروی وارد بر سقف اثر تحت سقف صلبمعادله حركت سیستم  2-6

( نشان داده شده است. در این مورد نیتز معادلته تعتادل بته     9-2دیاگرام جسم آزاد سیستم سقف صلب در شکل )

 شود. صورت زیر نوشته مه

(2-31 )                                                                                                                (t) = P(t)S(t) + fD(t) + fIf 

در اینحالت نیز نیریی اینرسه برابر با حاصلضرب جرم سقف در شتاب آن، نیریی میرایته برابتر بتا حاصلضترب     

سقف ی نیریی فنری برابر با حاصلضرب سخته ستون ها در جابجتایه ستقف مته شتود. بایتد      ضریب میرایه در سرعت 

توجه داشت که منظور از جابجایه سقف، تغییر مکان نسبه سقف نسبت به تکیه گاه است. منظتور از ستخته ستتون نیتز     

 یعنه نیریی لازم برای ایجاد تغییر مکان یاحد در سقف است. ،همان تعریف استاندارد سخته
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 نمودار جسم آزاد سیستم سقف صلب 9-2شکل 

 

، یله بایتد توجته نمتود    ( مه باشد1-2بنابراین در مورد سیستم های سقف صلب نیز معادله حرکت همان معادله )

 تغییرمکان نسبه سقف نسبت به زمین است. u(t)که منظور از 

 

 شتاب پایه اثر سقف صلب تحتمعادله حركت سیستم  2-7

ستم سقف صلب نیریی ختارجه یارد نمته شتود، در عتوض تکیته گتاه آن       یبر این است که به سدر اینجا فرض 

چنانچه در این شکل دیتده مته شتود     نشان داده شده است. 31-2حرکت افقه دارد. نمودار جسم آزاد سقف در شکل 

 u(t)ستازه بته انتدازه    ستقف  . همچنتین  جابجا شده استنسبت به یک محور فرضه ثابت   gu(t)تکیه گاه سازه به اندازه 

 معادله تعادل سقف در این حالت به صورت زیر نوشته مه شود: نسبت به تکیه گاه تغییرمکان پیدا کرده است. 

(2-31                                                                                     )                                                  I D Sf +f f =0 

 

 
 نمودار جسم آزاد سقف صلب تحت اثر حرکت تکیه گاه  31-2شکل 
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همانطور که انتظار مه رید چون به سقف نیریی خارجه یارد نمه شود بنابراین سمت راست ایتن معادلته صتفر استت.     

 نیریی فنر از رابطه زیر بدست مه آید:

(2-31                            )                                                                                                             (t) = k.u(t)S f 

 که در آن tu  تغییرمکان نسبه سقف نسبت به تکیه گاه یk  سخته ستون ها است.مجموع 

 مه آید: نیریی میرایه نیز از رابطه زیر بدست

(2-31                                                                                                                            )               Df (t)=c.u(t) 

 که در آن tu  سرعت نسبه سقف نسبت به تکیه گاه یc ه سیستم است.ضریب میرای 

 نیریی اینرسه برابر با حاصلضرب جرم سقف در شتاب مطلق آن است. یعنه:

(2-38                                                                                                                            )             t

If (t)=m.u (t) 

tuکه در آن  (t)  شتاب مطلق سقف یm .مه توان نوشت: 31-2با توجه به شکل  جرم آن است 

(2-39                                                                                     )                                           t

gu (t)=u(t)+u (t) 

 از آن داریم: با مشتق گیری

(2-21                                                                                       )                                          t

gu (t)=u(t)+u (t) 

(2-23                                                   )                                                                              t

gu (t)=u(t)+u (t) 

 بنابراین : 

(2-22 )                                                                                                                            (t)um(t)um(t)f gI
  

 ( به رابطه زیر مه رسیم:31-2( در رابطه )22-2( ی )31-2(، )31-2یابط )با جایگذاری ر

(2-22                                                                             )                            gmu(t)+cu(t)+ku(t)=-mu (t) 

 عبارت P(t) در سمت راست آن بجای( است یله 1-2م حظه مه شود که این معادله همان معادله ) tum g
  

 تحت اثر شتاب پایه آن ظاهر شده است. بنابراین مه توان نتیجه گرفت که سازه ای که تکیه گاه tug
  قرار گرفته

 معادل با سازه ای است که تکیه گاه آن ثابت است یله سقف آن تحت اثر نیریی ،است tum g
  .قرار گرفته است

 زلزله نامیده مه شود: مؤثراین نیری، نیریی 

(2-21                                                                                                                            )         eff gP (t)=-mu (t) 

 نیز معادله حرکت به صورت زیر نوشته مه شود:پس در این حالت 
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(2-21                                                                                    )                        effmu(t)+cu(t)+ku(t)=P (t) 

 

 ارتجاعی سختی سیستم های 2-11

میکه سازه ها دارند، در این قسمت ریش محاستبه ستخته   بدلیل اهمیت زیادی که سخته سازه ها در تحلیل دینا

سخته سیستتم هتای یتک درجته آزاد     بعضه از سیستم های باربر جانبه شرح داده مه شود. همانگونه که قب ً گفته شد 

 .یاحدتغییر مکان است با نیریی لازم برای ایجاد  برابر

(2-21                                                 )                                                                               
P

P=k    k=
Δ

  

در مثال های زیر توضیح  برای محاسبه این نیری از ریش های ک سیک تحلیل سازه ها مه توان استفاده نمود که 

 داده مه شوند.

 

 

 به صورت سری به یکدیگر متصل شده اند. سخته معادل آنها را پیدا کنید.  2Kی  1Kدی فنر با سخته های  – 1مثال 

 
بنتابراین  مته شتود.    Fیارد مه کنیم. نیتریی داخلته در هتر دی فنتر مساییستت ی برابتر بتا         Fبه انتهای فنر نیریی  -حل  

 تغییرطول هر یک از فنرها برابر است با:

2

2

1

1
K

F
Δ        ,       

K

F
Δ  

 دی فنر است. بنابراین :طول د فنر برابر با مجموع تغییر مکان انتهای آزا













21

21
K

1

K

1
FΔΔΔ 

 ( سخته معادل دی فنر سری به صورت زیر بدست مه آید:31-2با توجه به رابطه )

21eq K

1

K

1

K

1
 

****** 
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 .ا کنیددعادل آنها را پیشده اند. سخته مبه صورت موازی به یکدیگر متصل   2Kی  1Kدی فنر با سخته های   - 2مثال 

 

 
  -حل 

 

 :  تغییر طول هر یک از دی فنر برابر با 

                                                                                                         
2

2
2

K

F
u                                   

1

1
1

K

F
u  

 در نتیجه :

                                                                                                       222 uKF                                  111 uKF  
 تغییر طول هر دی فنر با هم برابر است، پس: 

uKF    ,u     KF     u    uu 221121  
 

     است . برابر م آزاد مشخص است که مجموع نیریهای دی فنر  با نیریی یاردسج نمودار از ریی

 

21 FFF                                                                                                                                                      

 

 

 

 : بنابراین

 uKKuKuKF 2121  
 

 پس سخته معادل برابر است با :

21eq KKK  
 

****** 
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 ه گاه آن گیردار ی تکیه گاه دیگر آن هدایت شتونده استت را بدستت آیریتد.    یسخته یک ستون که یک تک – 3مثال 

 است. Lی طول آن  EIسخته خمشه ستون 

-2ی ستپس از رابطتة )   ه کردهسباحمیارد کرده یتغییر مکان آن را  Bرا در انتهای  Pمحاسبه سخته، نیریی برای   -حل 

( سخته را بدست مه آیریم. برای محاسبة تغییر مکان از هر یک از ریش های تحلیل سازه میتوان استفاده نمتود کته   31

 .ده مه کنیمافت استفا-ش شیببرای این مثال از ری

 

 

 

 

 

 

 

 

2BAABAB
L

6EIu
MM     

L

u
3

L

2EI
M











  

u
L

EI12
P -VP   ,  M M LV    0M

3BABAABBAA   

3L

12EI
k   

****** 
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  بدست آیرید.را  hی ارتفاع  قاب یک طبقه با سقف صلبسخته   - 4 مثال

 

 

 

 

 

 

  -حل 

در این حالت چون سخته هر ستون 
3

12EI

h
 است، سخته قاب برابر است با: 

3

24EI
K=

h
 

 

****** 

 

یک مهاربند را مه توان به صورت یک عضو مورب با یک انتهای مفصل ی انتهای دیگر غلطک در نظر  -5مثال 

ی  L، طول آن  Aگرفت. بنابراین تنها درجه آزادی آن تغییرمکان افقه غلطک مه باشد. اگر سطح مقطع عضو 

 ( مه سازد بدست آیرید. یه ای که با محور افقه )باشد، سخته آن را بر حسب زای Eضریب الاستیسیته آن 

 
 

انردی کرنشه عضوی که تحت اثر استفاده مه شود.  )کاستیگلیانو(برای محاسبه تغییر مکان از ریش انردی –حل 

 است از رابطه زیر بدست مه آید : ینیریی محور

2EA

2 LF
U 
 

P

u
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 بر است با :نیریی محوری عضو مه باشد ی برا Fکه در آن  

cos/PF  
 در نتیجه :

2

2

cos2
U

EA

LP


 
 

 تغییر مکان جانبه عضو بر اساس قضیه کاستیگلیانو برابر است با:

EA

PL

P

U

.cos 2 







 
 بنابراین سخته جانبه بادبند از رابطه زیر بدست مه آید:

2cos
L

EAP
K 




 
****** 

 

 

شه را مه توان به صورت یک تیر طره با عرض زیاد به صورت شکل نشان داده شده مدلسازی دیوار بر  – 6مثال 

آن را محاسبه کنید. یادآیری مه شود که در مورد دیوارهای برشه از تغییرفرم های برشه نمه توان سخته  کرد. 

 در نظر بگیرید.  ی ضریب پواسون را  Eصرفنظر نمود. ضریب الاستیسیته را 

 
  -حل 

ای این مثال نیز از ریش انردی استفاده مه شود لیکن باید توجه نمود که در مورد دیوار برشه نمه توان از انردی بر

 برشه صرفنظر نمود. انردی کرنشه برابر است با:
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vb UUU   
 انردی برشه مه باشند ی برابرند با:  vUانردی خمشه ی    bU که در آن

3

H

2EI

P
dx

2EI

xP
dx

2EI

M
U

32
H

0

222

b     

2GA

HkP
dx

2GA

P
kdx

2GA

V
kU

2
H

0

22

v    
k  مه باشد. بنابراین تغییر مکان   برابر است با:  1/3شکل است که برای مقاطع مستطیله  ضریب 

 
















GAH

3EI
k1

3EI

PH

GA

PH
k

3

H

EI

P

P

U
Δ

2

33

 
 به صورت زیر مه توان نوشت: جمله دیم داخل پرانتز را 

 

 

2

2

2

3

22 12H

d
υ).2(1k

bdH

12
bd

υ12

E

E
k

AH

I

G

E
k

GAH

EI
k 








 

 شود:تغییر مکان به صورت زیر نوشته مه در نتیجه 
 

 







 


2

23

2H

υ1kd
1

3EI

PH
Δ

 
 بنابراین سخته دیوار برشه از رابطه زیر بدست مه آید:

 

 























2

23

2H

υ1kd
1

1

H

3EI

Δ

P
K  

****** 
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 2تمرینات فصل 

 

  شده را بدست آیرید. هر یک ستون های نشان داده  جانبه سخته -3

 
 

 جواب: )الف(
3L

EI
)ب(       3

3L

EI
3 

 

 bIتیری با ممان اینرسته    ی Hی ارتفاع  cIیک قاب یک طبقه ی یک دهانه دارای ستون هایه با ممان اینرسه  -2

مه باشد. با فرض اینکه تنها درجه آزادی قاب تغییرمکان  Eمه باشد. ضریب الاستیسیته مصالح قاب  Lی طول 

ی از تغییرفرم های محوری ی برشه صرفنظر شود، مطلوب است: )التف( ستخته قتاب بتر حستب       افقه تیر باشد

نسبت 
HI

LI
α

b

c   ب( نمودار سخته قاب بر حسب نسبت( ،     مقدار سخته قاب در دی حالتت حتدی )ی )پ

bI  0یIb   . 

 

 )الف( جواب :
64α

6α

H

24EI
K

3

c




 
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آییتزان مته شتود تتا بته       Cبا ضتریب   میراگری یک   Kتحت اثر یزن خود از یک فنر به سخته  mجسمه به جرم   - 1

یارد مه شود. معادله حرکت جسم را بر حسب تغییرمکتان آن   P(t)حالت تعادل استاتیکه مه رسد. سپس به آن نیریی 

) نسبت به حالت تعادل استاتیکه tu) .بدست آیرید 

 
 

با  میراگری یک   Kیک فنر به سخته قرار دارد ی بوسیله  سطح شیبدار با زاییه  ریی یک mجسمه به جرم   - 1

یارد مه شود. معادله حرکت  P(t)نگه داشته مه شود تا به حالت تعادل استاتیکه برسد. سپس به آن نیریی   Cضریب 

 ن نسبت به حالت تعادل استاتیکه بدست آیرید.جسم را بر حسب تغییرمکان آ

 
 

  زیر را بدست آیرید. های سخته معادل سیستم -1
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321جواب: )الف(  KKK                 )ب( 

321

321

KKK

KKK



 

 

انتهای مفصله مه  32دانه ی بادبند با نای 31از قوطه  قاب یک طبقه ی یک دهانه نشان داده شده دارای ستون هایه -1

سهم ستون ها ی بادبند از سخته سیستم  بدست آیرید. مه باشد. سخته معادل این قاب راباشد. سقف این قاب صلب 

H=3 m  ,  L=4m      26چقدر است؟  kg/cm 102.1E  

 

 
 %91، سهم بادبند=    %1جواب : سهم ستون=

 

 ند حول مرکز خود دیران کند. سخته سیستم را بدست آیرید. سقف قاب نشان داده شده فقط مه توا -1

2cm  69Aسطح مقطع ستون ها  

GPa  200Eضریب الاستیسیتة ستون ها   

 
KN.m/rad  16560kجواب :   
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ی متدیل   dی قطتر   Lطتول   به انتهای یک میله انعطاف پذیر بدین جرم، به Rی به شعاع  mیک دیسک صلب به جرم  -8

 بدست آیرید. (بر حسب زاییه دیرانه آن ) رادیسک معادله حرکت دیرانه متصل شده است.   Gبرشه 

 

0θجواب : 
32L

d Gπ
θ

2

mR 42

 

 

سازه نشان داده شده تحت اثر تغییر مکان زمین قرار گرفته است. اگر تغییر مکان زمین  را بتوان با رابطه  -9

   tωsinutu gg0g   بیان کرد که در آنg0u  تغییرمکان حداکثر زمین یgω   فرکانس زمین است ی مقادیر ثابته مه

   باشند، معادله حرکت سقف را بدست آیرید.

 
 

ی تحت اثر  آییزان شده  Eسیته  ی ضریب الاستی  Lی طول   Aاز میله بدین جرمه به سطح مقطع   mجسمه به جرم  -31

 بنویسید. آن نسبت به یضعیت تعادلرا بر حسب تغییر مکان جسم . معادله حرکت طوله است قرار گرفته P(t)نیریی 

 

 

جواب:  tPu
L

EA
um  



 

 

 

 

 3فصل 

 

سیستم های یک  ارتعاش آزاد

 درجه آزاد
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 مقدمه 3-1

 در فصل قبل دیدیم که معادله حرکت سیستم های یک درجه آزاد به صورت زیر است:
    mu+cu+ku=P(t)      

را  P(t)یروی نستکه نای شود اولین حالتی که در نظر گرفته می دارد.  P(t)حل این معادله دیفرانسیل بستگی به نیروی 

برابر صفر قرار دهیم. این حالت بسیار مهم در معادلات دیفرانسیل، حالت همگن و در دینامیک سازه ها ارتعاش آزاد 

سیستم را به دو صورت می  .شودمی نیرو انجام حضور که بدون  شی استامنظور  از ارتعاش آزاد ارتع نامیده می شود.

 .بدست می آیدمیرا و میرا. در این فصل معادله ارتعاش آزاد سیستم های نامیرا و میرا توان در نظر گرفت: نا

 
 نامیراارتعاش آزاد  3-2

. در واقه  در ایهن حالهت سیسهتم     C=0در این حالت فرض به این است کهه در سیسهتم، میرایهی وجهود نهدارد و داریهم       

ارتعهاش  م تواضح است که برای اینکهه ایهن سیسه    .(1-3)شکل دینامیکی فقط از یک جرم و یک فنر تشکیل شده است

 کند به یک تحریک اولیه نیاز دارد. این تحریک می تواند تغییرمکان اولیه، سرعت اولیه یا ترکیبی از این دو باشد.
 

 
 سیستم دینامیکی نامیرا 1-3شکل 

 

 در نتیجه معادله حرکت به صورت زیر در می آید:

mu+ku=0                                                                                                                                                     )1-3( 

 : خواهیم داشت( mفوق بر جرم )عادله با تقسیم م
k

u+ u=0
m

                                                                                                                                                    )2-3( 

نامیده می  2ωحاصل تقسیم آنها  خواهد شد.آنها نیز مثبت بنابراین نسبت کمیت هایی مثبت هستند و  mو  kپارامترهای 

 .شود

(3-3      )                                                                                                                          2 k k
ω =     ω=

m m
 

 :خواهد شدبنابراین معادله حرکت به صورت زیر 

(3-4                                                              )                                                                                       2u+ω u=0 

 معادله عبارتست از :  این جواب
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(3-5)                                                                                                                                                   λtCeu(t)                                                                                                                                                         

2و رابطه  از قرار دادن این رابطه که در آن  پارامتر  λtu=λ e بدست می آید. (4-3) در معادله 

(3-6  )                                                                                                 0eωλ      0eωeλ λt22λt2λt2                                                                                 

 هیچگاه صفر نمی شود، پس: λteچون تاب  

(3-7                                                                                                                            )        0ωλ 22  

نامیده می شهود کهه از حهل آن دو مقهدار موههومی       (characteristic equation) مشخصه این معادله بسیار مهم، معادله

 بدست می آید: برای 

(3-8                                                                                                                            )          1 2λ =+iω  ,  λ =-iω 

=iکه در آن   بدست آمده است پس جواب معادله حرکت به صورت زیر می شود: چون دو مقدار متمایز برای . 1-

 1 2λ t λ t iωt -iωt

1 2 1 2u(t)=c e +c e =c e +c e                                                                                                               )9-3( 

ایهن رابطهه جهواب معادلهه      ثابتهای انتگرال گیری می باشند که از شهرایط اولیهه بدسهت مهی آینهد.      2cو  1cدر این رابطه

 حرکت است که می توان آن را به صورت ساده تری نیز نوشت.

ixe (با استفاده از اتحاد اولر =cos(x)+i sin(x)( :داریم  

(3-11                         )                                                          1 2u(t)=c cos(ωt)+isin(ωt) +c cos(ωt)-isin(ωt) 

 و یا:

(3-11                                                           )                                         1 2 1 2u(t)= c +c cos(ωt)+ ic -ic sin(ωt) 

هستند، مقادیر ثابتی  مقادیر  2cو  1c  از آنجایی که 1 2c +c  و 1 2ic -ic  :نیز ثابت هستند و می توان فرض کرد 

(3-12                                                                                                                      )1 2 1 2A=c +c     ,     B=ic -ic 

 نوشت:می توان  بنابراین معادله حرکت را به صورت زیر نیز

(3-13                                                                                                                            )  u(t)=Acosωt+Bsinωt 

 اشند.همان ثابتهای انتگرال گیری می ب B,A در آن که

 زیر نیز نوشت: را به فرم u(t)می توان معادله همچنین 

(3-14                                                                                                                            )          u(t)=ρcos(ωt+θ) 

 به صورت زیر رابطه دارند: Bو  Aبا گیری هستند که  ثابت های انتگرال و  در این رابطه 

(3-15                                                                                                                          )2 2 2 -B
ρ =A +B   ,   tanθ=

A
 

 نیز نوشته می شود: زیر به فرم  u(t)وبالاخره 

(3-16     )                                                                                                                                u(t)=ρ sin(ωt+θ )  

ρ,θه در آن ک  که رابطه آنها با  ی هستندثابتهای انتگرال گیر A  وB :به صورت زیر است 
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(3-17                                                                                                                         )2 2 2 A
ρ =A +B   ,   tanθ =

B
  

پس معادله حرکت سیستم یک درجه آزادی که در حالت ارتعاش آزاد نامیرا می باشد را مهی تهوان بهه چههار فهرم زیهر       

 نوشت:
iωt -iωt

1 2u(t)=c e +c e             

u(t)=Acosωt+Bsinωt      

u(t)=ρcos(ωt+θ)           

u(t)=ρ sin(ωt+θ )              
 
 (Initial Conditionشرایط اولیه) -3-2-1

غییهر مکهان و سهرعت    فرض می شود که در زمان صهفر ت . برای یافتن ثابتهای انتگرال گیری نیاز به شرایط اولیه می باشد

 : هستند. یعنی 0uو  0uبرابر 

(3-81           )                                                                                                      0 0@t=0  :  u(t)=u   ,   u(t)=u 

( 18-3ثابت های انتگرال گیری بدست می آیند. مثلاً با قرار دادن رابطهه )  ،ین شرایط در یکی از جواب هابا قرار دادن ا

 ( داریم:13-3در رابطه )

(3-91                                                                                                                            )         0
0

u
A=u    ,    B=

ω
 

 بنابراین جواب معادله حرکت به صورت زیر در می آید:

(3-21                                                                                                                          )0
0

u
u(t)=u cosωt+ sinωt

ω
 

 ست می آیند:از روابط زیر بد  و  همچنین 

(3-21 )                                                                                 2 2 2 20 0
0

0

u uB
ρ= A +B = u +( )    ,   tanθ=- =-

ω A u ω
 

             

نهام   نیهز اخهتلاف فهاز    θو  فته می شوددامنه حرکت گجابجایی سیستم است که به آن  حداکثر  لازم به ذکر است که 

 دارد.

الهف تغییرمکهان اولیهه     2-3در شهکل  ترسیم شده اسهت.   2-3در شکل  برای حالت های مختلف (21-3نمودار معادله )

در نظر گرفته شده است. معنی این شرایط این است که به سیستمی  ، سرعت اولیه برابر صفر و فرکانس برابر  1/1برابر 

 1/1مکان اولیه داده می شهود. چنانچهه ملاحظهه مهی شهود تغییرمکهان از       فقط یک تغییر رادیان است  که فرکانس آن 

، مجدداً کهاهش یافتهه تها بهه مقهدار      شروع می شود، بتدریج کاهش می یابد تا به صفر )حالت تعادل استاتیکی( می رسد

 حداکثر خود  است می رسد و پس از آن افزایش می یابد تا دوباره به صفر رسیده و سپس به مقدار 1/1حداقل خود که 
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πω   ,   0u   ,  1u)الف(  00   

 

 
πω   ,   4u   ,  0u( ب) 00   

 

 
πω   ,   4u   ,  1u( پ) 00   

 ارتعاش آزاد سیستم یک درجه آزاد نامیرا 2-3شکل 
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کتهه  می رسد. پس از آن مجدداً عین همین حرکت تکرار می شود و این تکرارها تا بی نهایت ادامه می یابد. ن 1/1یعنی 

 ثانیه طول می کشد تا اینکه حرکت به نقطه اول خود برسد.  2دیگری که در این شکل مشاهده می شود اینستکه 

به سهمت راسهت    1/1به معنی اینستکه سیستم به اندازه  1/1اعمال تغییرمکان  1-3لازم به ذکر است که با توجه به شکل 

پ شروع می شود به حالت تعادل می رسد سپس به سمت جابجا شده و سپس رها می گردد. حرکت سیستم به سمت چ

می رسد. پس از آن حرکت به سمت راست شهروع مهی شهود و پهس از اینکهه بهه        1/1چپ می رود تا به مقدار حداقل 

می رسد. از اینجا به بعد عیناً همین حرکت ها تا بی نهایت ادامه می یابهد.   1/1حالت تعادل رسید به مقدار حداکثر یعنی 

( simple harmonic( یک حرکت رفت و برگشتی است که اصطلاحاً هارمونیهک سهاده)  21-3بارت دیگر معادله )به ع

 گفته می شود. 

درنظهر گرفتهه شهده اسهت. چنانچهه ملاحظهه مهی شهود          1/4ب تغییرمکان اولیه صفر و سرعت اولیه برابهر  2-3در شکل 

می رسد سپس کاهش می یابد، به صهفر مهی رسهد، بهه      شروع می شود، به مقدار حداکثر 1/4حرکت از صفر و با شیب 

 مقدار حداقل می رسد، بعد افزایش می یابد و دوباره به صفر می رسد. این حرکت تا بی نهایت ادامه می یابد.

و بها شهیب     1/1در نظر گرفته شده است. ایهن حرکهت از    1/4و سرعت اولیه برابر  1/1پ تغییرمکان اولیه 2-3در شکل 

 ی شود و در ادامه روالی مثل دو شکل قبل دارد. شروع م 1/4

 داده شد، تعاریف زیر انجام می شود. 2-3در رابطه با حرکت هارمونیک ساده و بر اساس توضیحاتی که در شکل 

 

. معمولاً زمهان تنهاوب   یک رفت و برگشت انجام گردد طول می کشد تا کهاست  مدت زمانی: (Periodدوره تناوب )

ثانیه می باشد. به عبارت  1/2دوره تناوب  2-3در شکل  ( می باشد.sec. واحد دوره تناوب ثانیه )می شود نشان داده Tبا 

 ثانیه طول می کشد. 1/2یک رفت و برگشت انجام دهد  1-3دیگر برای اینکه سیستم شکل 

 

سرعت ثابت روی حرکت هارمونیک را می توان مشابه حرکت یک ذره با : (cyclic frequencyفرکانس دایره ای )

دایره در نظر گرفت. تعداد دورهایی که این ذره در ثانیه می زند فرکانس دایره ای نامیهده مهی شهود. بهه عبهارت دیگهر       

های سیستم در یک ثانیه است. بنابراین فرکانس دایره ای معکوس دوره تناوب تعداد رفت و برگشت فرکانس دایره ای 

 .نشان داده می شود fو با  می باشد (Hz)یا هرتز  انیهواحد فرکانس دایره ای دور در ثاست. 

(3-22                                                                                                                            )                               1
f=

T
 

 دور می زند. 5/1هرتز است یعنی در هر ثانیه  5/1ثانیه باشد، فرکانس دایره ای آن   1/2یک سازه  مثلاً اگر دوره تناوب
 

اسهت، بنهابراین تعهداد    رادیهان   2با توجه به اینکهه یهک دور دایهره     :(Angular frequencyفرکانس زاویه ای )

در  ذره است که مقدار زاویه اییز بیان کرد. دورهایی که ذره نوسانگر در یک ثانیه می زند را می توان بر حسب زاویه ن
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radرادیان بر ثانیه )واحد آن  ونامیده شده   کند فرکانس زاویه ای یک ثانیه طی می sec) .بعضی وقت ها بهه   می باشد

رابطهه   مهی شهود.   نشان داده ωبا معمولاً فرکانس زاویه ای  فرکانس زاویه ای فرکانس طبیعی ارتعاش نیز گفته می شود.

 :بین فرکانس دایره ای، فرکانس زاویه ای و دوره تناوب یک سیستم عبارت است از

(3-32                                                                                                                            )                   2π
ω=2πf=

T
 

) جذر نسبت سختی به جرم سیستم است ωدیدیم که  3-3در رابطه 
m

k
ω  ) .( مشخص23-3از رابطه )  که استω  

بنابراین فرکانس زاویه ای و به تب  آن فرکانس دایره ای و دوره تناوب سیستم همان فرکانس زاویه ای سیستم می باشد. 

د و چون سختی و جرم جزء خصوصیات ذاتی سیستم های دینامیکی هستند، پس به سختی و جرم سیستم بستگی دار

دوره تناوب و فرکانس هم جزء خصوصیات ذاتی سیستم های دینامیکی است. به بیان دیگر چون هر سیستم دینامیکی 

 حتماً سختی و جرم دارد، حتماً فرکانس و دوره تناوب هم دارد. 

 

واضح است که دامنه حرکت ر مقدار تغییرمکان، دامنه حرکت گفته می شود. : به حداکث(Amplitude )دامنه حرکت

 به تغییرمکان و سرعت اولیه بستگی دارد. 

 

وارد بر سقف بار مرده تشکیل شده است.  14قوطی  سقف سازه نشان داده شده صلب است و ستون های آن از -مثال 

در محاسبه جرم ساختمان  زندهاز بار  %21ت. با فرض اینکه کیلوگرم بر متر اس 151کیلوگرم بر متر و بار زنده  811

GPa 204E  زمان تناوب طبیعی قاب را بدست آورید. مؤثر است،  

 

 
 

 از روی جدول اشتال ممان اینرسی یک ستون برابر است با  :   –حل 

4cm 885I  
 :در نتیجه سختی قاب از رابطه زیر بدست می آید
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N/m  1604800
3

1088510204
24

L

12EI
2k

3

89

3







 

 جرم سقف عبارت است از:

  kg   041550.2015800m  
 قاب از رابطه زیر بدست می آید: زاویه ای فرکانس

rad/sec  19.665
4150

1604800

m

k
ω  

 فرکانس دایره ای قاب برابر است با:

Hz  130.3
2π

665.19

2π

ω
f  

 زمان تناوب طبیعی قاب برابر است با:

sec  0.320
3.130

1

f

1
T  

************* 

 

49800cmIقاب نشان داده شده از ستون هایی با ممان اینرسی  : مثال    و تیر صلب با جرم واحد طول

kg/m 30000m    تشکیل شده است. به سقف این قاب تغییرمکان اولیه برابرcm 1.0u0   و سرعت اولیه برابر

cm/sec 2.0u0    )ب(  سقفتغییرمکان، سرعت و شتاب  معادلهداده شده و سپس رها می گردد. مطلوبست : )الف(

26)پ( معادله نیروی برش پایه                                         Bمعادله نیروی برشی و لنگرخمشی در نقطه  kg/cm102E  

 

 
  -حل 

 

 )الف(  

Kg 180000630000mبا  : جرم کل سقف برابر است  

33EI/Lkبا توجه به اینکه انتهای ستون ها مفصلی است، سختی هر ستون  برابر     : و سختی کل قاب برابر است با 



 رجه آزادارتعاش آزاد سیستم های یک د            فصل سوم                                                                                                                      

 

 

9 

 

 
KN/m 4355.55kg/cm 4355.55

cm300

9800cm
cm

kg
1023

2
L

3EI
2k

33

4

2

6

3














 
بنابراین فرکانس سازه برابر می شود با :

 

 
rad/sec 4.919

(kg) 180000

mN  4355555
ω 

 
بارت است از : معادله تغییر مکان سقف ع

 

 θωtAsinu   
 که از شرایط اولیه بدست می آیند :  ثابت های انتگرال گیری هستند و  Aضرایب 

 

 

 

 

  1.079cmA   ,  rad 1.1846θθtan
ω

1

2.0

1.0

θcos ωA 2.0
cm/s 2u

0t

θAsin1.0
cm 1.0u

0t

































  

 بنابراین معادلات حرکت سیستم برابرند با : 

 cm 1.18464.919t1.079sinu   

 cm/s 1.18464.919t5.310cosu   

  2cm/s 1.18464.919t26.121sinu   
افت می توان نیروی برشی و لنگر خمشی را در انتهای ستون ها به راحتی بدست آورد. -با استفاده از روش شیب  )ب(

 افت برای این ستون عبارت است از: -روابط شیبترسیم شده است.   ABدر شکل زیر نمودار جسم آزاد ستون 

 

                                                                  
L

u
1.5θ   0

L

u
32θ

L

2EI
M AAAB 








 

   
L

3EIu
- 

L

u
3θ

L

2EI
M

2ABA 







 

1.1846).919t1.079sin(4
300

98001023
M

2

6

BA 


 

cm-kg  1.1846)sin(4.919t1.705269MBA  

m-  ton1.1846)sin(4.919t05.7MBA  

kg  1.1846)4.919t2350.9sin(
L

M
VV BA

BAAB 
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N 1.1846).919t23509sin(4VV BAAB 

ی باشد. از این نکته میلازم به ذکر است که مجموع نیروی برشی در دو انتهای ستون برابر با نیروی اینرسی در سقف م 

 

 توان برای کنترل محاسبات استفاده نمود. 

N 1.1846)sin(4.919t9.47017VVVمجموع نیروی برشی در دو انتهای ستون                              BAAB 

 
 نیروی اینرسی سقف     

               2

I cm/sec-kg  1.1846)(4.919t4701794sin 1.1846)sin(4.919t121.26180000f  um 

 
N  1.1846)(4.919t47017.9sinf I 

 بر با مجموع نیروی برشی در انتهای دو ستون است که با نیروی اینرسی سقف برابر می باشد.)پ( نیروی برش پایه برا 

N 1.1846)sin(4.919t9.47017V   
*********** 

 

 

 
 (Damped Free Vibrationارتعاش آزاد میرا )  3-3

ه فرض شده بود در بخش قبل ملاحظه گردید که دامنه ارتعاش تا بی نهایت ثابت می ماند. این موضوع بدلیل اینستک

میرایی سیستم صفر است. در واق  هیچگاه چنین موردی پیش نمی آید و در واق  همواره مقداری کاهش دامنه وجود 

فرض عدم وجود میرایی فرضی است که با  خواهد داشت که بدلیل وجود میرایی و استهلاک انرژی در سیستم است.

و دوره تناوب سیستم برای این درنظر گرفته شده بود که فرکانس واقعیت سیستم های دینامیکی سازگار نیست و تنها 

در نظر گرفته می شود. بنابراین معادله  cاستهلاک انرژی به صورت یک میراگر با ضریب معرفی گردد. در این بخش 

 حرکت عبارت است از :

 (3-42                                                                     )                                                                     mu+cu+ku=0 

 داریم:  mر بمعادله  این با تقسیم طرفین

(3-52                                                                                                                      )                  c k
u+ u+ u=0

m m
 

 به صورت زیر: c/mبا تعریف 

(3-62                                                                                                                            )                         c
=2ξω

m
 

 ( معادله تعادل به صورت زیر در می آید:3-3از رابطه ) و استفاده
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(3-72                                                                                                                            )           2u+2ξωu+ω u=0 

نسبت میرایی نامیده می شود. لازم به ذکر است که مقدار ضریب میرایی یا که مقدار بدون بعدی است،  در روابط فوق 

  ،نسهبت میرایهی   توسط آزمایش قابل اندازه گیری است. موجود نسبت میرایی قابل محاسبه نیست و فقط برای سازه های

  درصد می باشهد.   7تا  2، مقدار کوچکی است و بر اساس آزمایشات انجام شده روی سازه های موجود نسبت آن بین

 درصد در نظر گرفته می شود.  5در صورت موجود نبودن اطلاعات دقیقی راج  به میرایی سازه، معمولاً نسبت میرایی 

 ( به صورت زیر است:27-3جواب معادله )

(3-82                                                                                               )                                                       λtu(t)=e 

 که مشتقات آن عبارتند از:

(3-92                                                                                                                  )λt 2 λtu(t)=λe         ,      u(t)=λ e 

 ( بدست می آید.31-3(، معادله )27-3ایگذاری این روابط در معادله )با ج

(3-31                                                                                                                         )2 λt λt 2 λtλ e +2ξωλe +ω e =0          

λteو چون 0 :بنابراین 

(3-31                                                                                                                            )          2 2λ +2ξωλ+ω =0     

به آن معادله فرکانس دلیل  یستم بدست می آید، به همیناین معادله همان معادله مشخصه است که از حل آن فرکانس س

 جوابهای این معادله عبارتند از: نیز گفته می شود.

(3-23 )                                                                                        2 2

1 2λ =-ξω+ω ξ -1       ,        λ =-ξω-ω ξ -1 

موهومی، این دو ریشه ممکن  ، سته به مقدار در این حالت نیز دیده می شود که معادله مشخصه دو ریشه دارد، ولی ب

 در ادامه این سه حالت مورد بررسی قرار می گیرند. حقیقی و یا تکراری باشند.
 

  حالت اول: 

 ،درصد است. این حالت 5است و چنانکه قبلاً گفته شد، در حدود  1خیلی کمتر از  میرایینسبت  معمولی یدر سازه ها

جواب های معادله مشخصه به صهورت   در این حالت می شود.نامیده   (Undercritically damped)میرایی زیر بحرانی 

 و آنها را می توان به صورت زیر نوشت: موهومی در می آیند

(3-33)                                                                                            2 2

1 2λ =-ξω+iω 1-ξ      ,     λ =-ξω-iω 1-ξ 

 به صورت زیر تعریف می شود: (damped frequency) فرکانس میرا ،رای ساده شدن روابطب

(3-43 )                                                                                                                                             2

dω =ω 1-ξ 

 همین ترتیب دوره تناوب میرا به صورت زیر تعریف می شود. به 

(3- 35)                                                                                                                                
2

d

d

ξ1

T

ω

2π
T


 



 علیرضا فیوض                                                                               دینامیک سازه ها                                                   

 

12 

 

البته چون  کشد تا سیستم میرا یک رفت و برگشت انجام دهد.  دوره تناوب میرا نیز مدت زمانی است که طول می

 ، می توان گفت:نسبت میرایی عدد خیلی کوچکی است

(3-63 )                                                                                                                                 TT    ,  ωω dd  

 ( عبارت است از:27-3به این ترتیب جواب معادله )

(3-37                                                     )      tω iξξωt

2

tω iξξωt

1

tiωξω

2

tiωξω

1
dddd eeceececectu


 

 این معادله به صورت زیر ساده میشود:ثابت های انتگرال گیری هستند.  2cو  1cکه در آن 

(3-38                                   )                                                                                   tω -i

2

tω i

1

ξωt dd ececetu   

(، ملاحظه می شود که عبارت درون پرانتز این رابطه شبیه 9-3)معادله  ،با مقایسه این معادله با معادله ارتعاش آزاد نامیرا

dωچون  . البتهوجود دارد   ،dبه معادله ارتعاش آزاد است ولی بجای  ω  ،خیلی مهم نیست.  این تغییرمی باشد

با توان منفی است  این عبارت یک تاب  نمایی( می باشد. 38-3فاوت مهم این دو معادله عبارت جلوی پرانتز در رابطه )ت

ک تاب  هارمونیک است وقتی در تاب  نزولی ضرب می عبارت درون پرانتز یبا یادآوری اینکه  بنابراین نزولی می باشد.

 شود دامنه آن کاهش می باید.

 در این مورد نیز با استفاده از اتحاد اولر معادله حرکت به صورت زیر در می آید:

(3-93                                                                                                     )       -ξωt

d du(t)=e [Acos(ω t)+Bsin(ω t)] 

ارتعاش  همان رابطه ،باشد ξ=0اگر در این رابطه  ثابت های انتگرال گیری هستند. قابل توجه اینکه Bو  Aکه در آن 

 میرا بدست خواهد آمد.نا آزاد

 همچنین میتوان معادله حرکت را به صورت زیر نوشت:

(3-41 )                                                                                                                      θtωρsineu(t) d

ξωt   

مهرزی   طشهرای در این حالت نیز  .که از شرایط اولیه بدست می آیند ثابت های انتگرال گیری هستند و  در این رابطه 

 عبارتند از:

(3-41         )                                                                                                                  0 0@t=0  :  u=u   ,   u=u 

 که با اعمال آنها معادله حرکت به صورت زیر در می آید:

(3-42                                                            )                                  -ξωt 0 0
D 0 D

D

u +u ξω
u(t)=e [( )sinω t+u cosω t]

ω
 

 

 نشان داده شده است. 3-3در شکل  ی زیربحرانینمودار حرکت سیستم در حالت ارتعاش آزاد میرا 
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 ارتعاش آزاد سیستم میرا  3-3شکل 

 

( 42-3دورن کروشه در رابطة ) وجود دارد. اول اینکه عبارتته نکدو در رابطه با معادله و نمودار حالت زیربحرانی 

به صورت کاهشی است. یعنی  ξωteنشان دهندة حرکت هارمونیک است. دوم اینکه دامنة حرکت بدلیل وجود ضریب 

 دامنه ارتعاش پس از هر سیکل رفت و برگشت کاهش می یابد و به سمت صفر میل می کند.

 

قهرار گرفتهه اسهت. میرایهی ایهن       KN/m 20 کیلوگرم به فنری بهه سهختی   51یک سیستم یکدرجه آزاد به جرم  –مثال 

درنظر گرفت. سیستم ابتدا در حال سکون بوده و سهپس   N.s/m 80 سیستم را می توان به صورت میرایی لزج با ضریب

 مطلوب است:داده می شود.  mm/s 150 به آن سرعت اولیه به میزان

 )الف( معادلة تغییرمکان و سرعت سیستم

s 0.5t تغییرمکان و سرعت در زمان)ب( میزان    

  )ج( مقدار حداکثر تغییرمکان

  حل:

rad/s 20              )الف(                                                                                                               
50

20000
ω  

0.04
20502

80

2mω

c
ξ 


 

rad/s 19.984ξ1ωω 2

D  

       19.984tsine506.719.984tsin
19.984

150
etωsin

ω

u
etu 0.8t0.8t

D

D

0ξωt 







 

 

          19.984tcos19.984t0.04sine150tωcostωsin
ξ1

ξ
eutu 0.8t-

DD
2

ξωt

0 
















  

 )ب(                                                                                  
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mm/s 38.85u     ,    mm 2.70u   s 0.5t   
 )ج( 

  mm 054.7u    sec 0.0766  t  98.24
ξ

ξ1
tω  tan  0u maxmax

2

maxD 


  

 
 (حالت دوم

 این حالت میرایی سیستم از رابطه زیر بدست می آید: در ( نام دارد.Critically Dampedحالت میرایی بحرانی ) این

(3-43)                                                                                                        c

k
ξ=1  c =2mω=2m =2 km

m
 

قبلاٌ دیدیم که سختی و جرم و میرایی جزء خصوصیات ذاتی سیستم های دینامیکی هسهتند وایهن سهه پهارامتر مسهتقل از      

 برقرار باشد، میرایی سیستم میرایی بحرانی است. ( 54-3)یکدیگر می باشند. اگر بین این سه پارامتر رابطة 

 برابرند با: (31-3) مشخصه معادلة ریشه های در این حالت

(3-44 )                                                                                                                                              1 2λ =λ =-ω 

 ( به صورت زیر در می آید:25-3)سیل یعنی معادلة مشخصه ریشه های تکراری دارد. بنابراین جواب معادلة دیفران

(3-45                                                                                                                            )        -ωt

1 2u(t)=(c +c t)e 

لیه بدست می آیند. شرایط اولیه را به صورت زیر در ثابت های انتگرال گیری هستند که از شرایط او 2cو   1cکه در آن 

 نظر می گیریم:

(3-46                                                   )                                                                            0 0@t=0  :  u=u ,u=u 

 داشت:واهیم ( خ45-3در معادلة )شرایط  این با اعمال

(3-47                                                          )                                                                 1 0 2 0 0c =u   ,   c =u +u ω 

 ( خواهد شد:48-3در نتیجه پاسخ سیستم به صورت معادلة )

(3-48                             )                                                                                          -ωt

0 0 0u(t)=[u +(u +u ω)t]e 

 ادامهه مهی یابهد تها بهه      0uشده، بها شهیب   شروع  0uاین حرکت از  ( ترسیم شده است.4-3این معادله در شکل ) نمودار

ایهن حرکهت   چنانچه ملاحظه مهی شهود   ماکزیمم جابجایی برسد و سپس به صورت نمایی کاهش یافته تا به صفر برسد. 

 در اصهل مهی تهوان گفهت کهه      حرکت به صورت نوسانی بود.  یادآوری می شود که در حالت  نوسانی نیست.

به غیرنوسانی تبدیل می شود. به همین دلیل به  مقدار نسبت میرایی است که به ازای آن حرکت از حالت نوسانیبیشترین 

 آن میرایی بحرانی گفته می شود.
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 نمودار جابجایی سیستم در حالت میرایی بحرانی 4-3شکل 
 

( حالت سوم

( نامیده می شود. در این حالت جواب ههای معادلهة مشخصهه    Overcritically dampedاین حالت میرایی فوق بحرانی )

 رت زیر در می آید:به صو

(3-49                                                                                                  )2 2

1 2λ =-ξω+ω ξ -1   ,   λ =-ξω-ω ξ -1 

 به صورت زیر تعریف می شود: برای سادگی روابط پارامتر 

(3-51                                                    )                                                                                        2ω̂=ω ξ -1 

 با این تعریف ریشه های معادلة مشخصه عبارت است از:

(3-51 )                                                                                                                     1 2
ˆ ˆλ =-ξω+ω   ,   λ =-ξω-ω 

 به صورت زیر نوشته می شود:این دو ریشه حقیقی متمایز هستند، در نتیجه جواب معادلة حرکت 

(3-52 )                                                                                                                         ˆ ˆ(-ξω+ω)t (-ξω-ω)t

1 2u(t)=c e +c e 

 روابط زیر: با توجه به ثابت های انتگرال گیری هستند و از شرایط مرزی بدست می آیند.  2cو  1cکه در آن 

(3-53                                                                      )             x -xe =cosh(x)+sinh(x)    ,    e =cosh(x)-sinh(x) 

 ( را به شکل زیر نیز می توان نوشت:61-3لة )معاد

(3-54 )                                                                                                         -ξωt ˆ ˆu(t)=e [Acosh(ωt)+Bsinh(ωt)] 

( درنظهر  57-3قبلهی )معادلهة   در این حالت نیهز همهان شهرایط اولیهة     ثابت های انتگرال گیری هستند.    Bو Aکه در آن 

 گرفته می شود که با اعمال آن ثابت های انتگرال گیری به صورت زیر بدست می آیند:

(3-55  )                                                                                                                       0 0
0

u +ξωu
A=u    ,    B=

ω̂
 

 بنابراین در این حالت تغییرمکان سیستم به صورت زیر در می آید:

(3-56                                                                                         )-ξωt 0 0
0

u +ξωu
ˆ ˆu(t)=e u cosh(ωt)+ sinh(ωt)

ω̂

 
 
 

 

0

0

u =0.2

u =2

ω=2
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ر ههم نظیهر نمهودار معادلهه     نشان داده شده است.چنانچه ملاحظهه مهی شهود ایهن نمهودا      5-3نمودار این معادله در شکل 

 در این حالت نیز تغییر مکان به صورت نوسانی نیست. حرکت سیستم با میرایی بحرانی است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 های با میرایی فوق بحرانی نمودار تغییرمکان بر حسب زمان برای سیستم 5-3شکل 

 

 
 ت میرایی سیستماستفاده از نتایج آزمایش ارتعاش آزاد برای پیدا کردن نسب – 3-4

انطور که قبلاً گفته شد، ضریب میرایی و نسبت میرایی از طریق آزمایش بدست می آیند. روش ههای مختلفهی بهرای    هم

این کار وجود دارد که یکی از آنها استفاده از آزمایش ارتعاش آزاد است. در اینجا بدون وارد شدن به جزییهات انجهام   

بدسهت   6-3مکان بر حسب زمان در آزمایش ارتعاش آزاد بهه صهورت شهکل     آزمایش فرض می شود که نمودار تغییر

 آمده است. 

  m+ntتغییرمکان در لحظه   nuو  mtتغییرمکان در لحظه   muرا درنظر بگیرید. فرض کنید  m+ntو  mtدو زمان مختلف 

 ثانیه است، بنابراین  DT سیکل است. چون هر سیکل ارتعاش برابر nباشد. فاصله زمانی بین این دو لحظه برابر با 

(3-57       )                                                                                                                  m+n m D m

D

2nπ
t =t +nT = t +

ω
 

 ( برابر است با:37-3با استفاده از رابطة ) m+ntو  mtتغییر مکان در لحظه های 

(3-58                )                                                                                                       m-ξωt

m D mu =e [ρcos(ω t +θ)] 

0

0

u =0.3

u =2

ω=4

ξ=1.1
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(3-59                      )                                                                                         m+n-ξωt

m+n D m+nu =e [ρcos(ω t +θ)] 

nmD عبارت tω  ( می توان به صورت زیر نوشت:57-3را با استفاده از رابطه ) 

(3-61                          )                                                D m+n D m D D m D D D mω t =ω t +nT =ω t +nω T =ω t +n×2π 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مودار تغییرمکان بر حسب زمان در آزمایش ارتعاش آزادنمونه ای از ن 6-3شکل 

 

 بنابراین:

(3-61     )                              θtωcosθtωcos     θtω2nπcosθtωcos mDnmDmDnmD   

 ( خواهیم داشت:59-3با قرار دادن این رابطه در رابطه )

(3-62               )                                                                                                    m+n-ξωt

m+n D mu =e [ρcos(ω t +θ)] 

 ( داریم:62-3( بر )58-3از تقسیم رابطة )

(3-63                                                                                                                            )               
m

m+n

-ξωt

m

-ξωt

m+n

u e
=

u e
 

 ( ، رابطة زیر بدست می آید:57-3با استفاده از رابطة )

(3-64                      )                                                                              m+n m D m
2

2π
ωt =ω(t +nT )=ωt +nω

ω 1-ξ
  

 در نتیجه
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(3-65                                          )                                                                       
m 2

2

m

2nπ
-ξωt

1-ξm

-2nπ
m+n

1-ξ-ξωt

u e
= =e

u

e ×e

 
 
 
 

 
 
 
 

 

 اگر از طرفین این رابطه لگاریتم گرفته شود، رابطة زیر بدست می آید:

(3-66                                                                                          )                                  m

2
m+n

u ξ
ln( )=2nπ

u 1-ξ
 

 این رابطه به رابطة تنزل لگاریتمی معروف است. اگر فرض کنیم:

(3-67                                                                                                                            )                  m

m+n

u
δ=ln( )

u
 

 آنگاه: 

(3-68                                                                                                                            )             
2

ξ
δ=2nπ

1-ξ
 

م به یادآوری است که فرض بر این است که  تغییر مکان بر حسب از این رابطه میتوان نسبت میرایی را بدست آورد. لاز

( بدسهت آورد و  67-3را می تهوان از رابطهة )   هستند در نتیجه  معلوم  m+nu و mu زمان اندازه گیری شده است و مقادیر

 ( مقدار نسبت میرایی را محاسبه نمود.68-3آنگاه از رابطة )

( تقریبهاٌ برابهر یهک مهی     68-3ه های معمولی اینچنین است(، مخرج رابطهة ) اگر نسبت میرایی کوچک باشد) که در ساز

 شود و می توان نوشت:

(3-69                                                                                                                         )δ
δ 2nπξ      ξ

2nπ
   

 ز یک انتخاب شود، رابطة محاسبة نسبت میرایی به صورت سادة زیر در می آید:اگر تعداد سیکل ها نی

(3-71                                                                                                )                                                         δ
ξ=

2π
 

 

 نوع سازه متداول نشان داده شده است.(  نسبت میرایی چند 1-3جدول ) در

 

 

 ( نسبت میرایی برای چند نوع سازه متداول1-3جدول )

  Earthquake Engineering handbook, W.F. Chen))مرج :  

 2aسطح تنش  1aسطح تنش  نوع سازه

 14/1 12/1 سازه های فلزی جوشی و پیچی اصطکاکی

 17/1 14/1 ی پیچی اتکاییسازه های فلز

 15/1 12/1 سازه های بتنی پیش تنیده
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 17/1 14/1 سازه های بتن آرمه
a نیروهای اعضا کمتر از نصف مقاومت نهایی برای اعضای بتن آرمه و کمتر از نصف مقاومت تسلیم برای اعضای فلزی  1: در سطح تنش

 است. 
 

 

رت یک سقف صلب روی ستون های بدون جرم در نظر گرفت. به یک ساختمان یک طبقه را می توان به صو –مثال 

منظور تعیین خصوصیات دینامیکی این سازه، آزمایش ارتعاش آزاد به این ترتیب روی آن انجام شده است که به وسیله 

تر داده میلیم 5کیلونیوتن وارد شده است. بر اثر این نیرو سقف تغییرمکانی برابر با  11جک به سقف آن نیرویی برابر 

 4پس از اولین برگشت جابجایی سقف به میزان است. پس از آن سقف رها شده و به صورت آزاد ارتعاش می کند. 

مطلوب است: )الف( وزن سقف، )ب( فرکانس طبیعی ثانیه اتفاق افتاده است.  4/1میلیمتر ثبت شده که در زمان 

 سیکل.  6و )ت( دامنه ارتعاش پس از ارتعاش، )پ( ضریب میرایی، نسبت میرایی و میرایی بحرانی 

2secm 10gفرض کنید:  

  -حل

N/m  102N/mm  2000                                             )الف( سختی سازه برابر است با:  
5

10000

Δ

F
k 6 

 ثانیه است. بنابراین : 4/1با توجه به صورت مسئله دوره تناوب سازه 

KN 993N 992948mg  W   kg  99294.8m      
102

m
2π1.4      

k

m
2π

ω

2π
T

6



 

rad/sec 4.488f 2πω    Hz 0.714                                                                           )ب( 
1.4

1

T

1
f  

55.3ξ     0.0355%                                                                         )پ(
2π

4

5
ln

ξ    ξ 2π
u

u
ln

1

0 

















 

                                                                        N.sec/m 316530355.0488.48.9929422  mc 

                                                                                      N.sec/m 891270488.48.9929422mωcc  

mm 311.1u   1.33830.0355π62ξ 2nπ                                                         )ت( 
u

u
ln 6

6

0 








 

**************** 

 

 

 در یک حرکت ارتعاش آزاد چند سیکل لازم است تا دامنه حرکت نصف شود. -مثال  
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 ( داریم:66-3با استفاده از رابطه ) –حل 

                                                                                                                                                  

ξ

ξ-1
11.0

ξ-1

ξ
2π

0.5

1
ln

n

2

2












 

 

چنانچه ملاحظه می شود تعداد سیکل های لازم برای کاهش دامنه به نسبت میرایی بستگی دارد. نمودار تعداد سیکل 

درصد   2/2 نسبت میرایی برایدرصد دامنه حرکت در شکل زیر نشان داده شده است.  مثلاً  51های لازم برای کاهش 

دامنه درصد پس از یک سیکل  11سیکل و برای نسبت میرایی  2درصدپس از  5/5سبت میرایی سیکل ، برای ن 5پس از 

 حرکت نصف می شود. 
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 تمرینات 

 

ارتعاش آزاد سیستمی بوسیله معادله   -1   mm 3π5 t5π25sintu   که در آنt ثانیه می باشد.  حسب بر

نس دایره ای و دوره تناوب سیستم، )ب( تغییرمکان، سرعت و شتاب مطلوبست : )الف( فرکانس زاویه ای، فرکا

 و )پ( حداکثر تغییر مکان، سرعت و شتاب سیستم  t=1.2 secسیستم در زمان 

   -mm  ،/secmm 196.3   ،2/secmm 5342 21.65)ب(     rad/sec  ،Hz 2.5    ،0.4sec 15.71جواب : )الف(  

   mm 25   ،/secmm 392.7   ،2/secmm 68.561)پ( 

 

ارتعاش آزاد سیستمی بوسیله معادله  -2   θ5tρsintu     : بیان می شود. شرایط اولیه عبارتند از

mm/sec 02(0)u , mm 3.0u(0)    الف( مقادیر( .  و  معادله حرکت را به فرم )را پیدا کنید. )ب

     ωtBcosωtAsintu   بنویسید و مقادیرA   وB  ورید.را بدست آ 

 mm A=4  ،mm3 =B)ب(    mm  ،جواب: )الف(  

 

ارتعاش آزاد سیستمی بوسیله معادله  -3     t100Bcost)100Asin(θ100tρsintu     .بیان می شود

 را بدست آورید.  Bو   Aو   و  برای هر یک از شرایط زیر مقادیر  

762mm10u(0.2)  ,  8.796mmu(0.1).)الف(   

mm/sec5.621(0.1)u  ,  8.796mmu(0.1))ب(      

24)پ(  mm/sec 1076.10(0.2)u  ,  8.796mmu(0.1)   

24)ت(  mm/sec 1076.10(0.2)u  ,  mm 4u(0)   

 A=10 , B=4 , =10.77 , =0.38 جواب:

 

 به صورت زیر تعریف شده اند:  2uو   1uدو حرکت هارمونیک  -4

   3π2ωt3sinu    ,   3πωt2sinu 21   
این دو تاب  را به صورت مجموع  θωtρsin    نوشته و مقادیر  و ریدرا بدست آو. 
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)ωt4.3589sin(1.45583جواب:   

 

 ثانیه  25/1دوره تناوب ارتعاش آن یک قاب یک طبقه شامل یک سقف صلب روی چهار ستون می باشد.  -5

ثانیه افزایش می یابد. وزن سقف و  5/1کیلوگرمی به آن پیچ می شود دوره تناوب آن به  51است. پس از اینکه وزنه 

 سختی قاب را بدست آورید.

 
 m=16.67 kg  ,  k=10527 N/mب : جوا

 

مطابق شکل الف آویزان شده  kg/cm 18کیلوگرم از فنری با سختی  181یک آهنربای الکتریکی به جرم  -6

کیلوگرم آهن برمی دارد و مقداری تغییرمکان می دهد. سپس برق آهن  91است. مطابق شکل ب این آهن ربا 

فرو می ریزند)شکل پ(. معادله ارتعاش آهنربا را بدست  ربا به طور ناگهانی قط  شده و قراضه های آهن

 آورید. 

 
 cm  5cos(10t)u(t)جواب : 

 

دارد، بر روی چهار ستون قرار دارد. تکیه گاه این ستون ها گیردار   180KNیک سکوی نفتی که وزنی برابر   -7

ایجاد مینماید.  cmنی برابر بر سکو تغییر مکا F= 4.5 KNاست. اعمال نیروی افقی استاتیکی به میزان 

 (2g=10 m/sec) است. مطلوبست: 15/1نسبت میرایی برابر 
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 فرکانس طبیعی نامیرا –الف 

 ضریب میرایی -ب

 تنزل لگاریتمی -ج

 می رسد.   0.025cmبه   0.25cmپس از چند سیکل دامنه حرکت از مقدار اولیه  -د

 7،  )د(    0.314، )ج(  18000N.sec/m، )ب(  rad/sec 10جواب: )الف( 

 

 آویزان شده است.  این جسم از وضعیت تعادل خود  kg/cm 10از فنری به سختی     kg 10جسمی به وزن -8

 به طرف بالا رها می شود. مطلوبست: 7.5cm/secسانتیمتر به طرف پایین کشیده شده و با سرعت   5به میزان 

 داکثر سیستم  )پ( شتاب حداکثر سیستم  )ث( زاویه فاز حرکت)الف( فرکانس و زمان تناوب ارتعاش  )ب( سرعت ح

 o0.87، )ت(   m/sec 250، )پ(  m/sec 1.58، )ب(  T=0.2 secجواب : )الف( 

 

درصد است.  31، و نسبت میرایی  N.sec/mm 0.3، میرایی  KN/m 6یک سیستم یکدرجه آزاد دارای سختی   -9    

دارای ارتعاش آزاد می باشد. حداکثر تغییر مکان  m/sec 1.0ة صفر و سرعت اولیة این سیستم تحت اثر تغییر مکان اولی

 ؟آن چقدر است

 mm 55.96جواب : 

 

می   0.3و نسبت میرایی  0.3N.s/mmو میرایی بحرانی   6000N/mیک سیستم یکدرجه آزاد میرا دارای سختی  -11

داده می شود. حداکثر تغییرمکان آن را  1m/secبه میزان باشد. این سیستم در حال سکون است و به آن سرعت اولیه ای 

 بدست آورید.

 mm 16.79جواب: 
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سانتیمتر  2دامپر قرار گرفته است. تغییرفرم فنرها تحت اثر وزن ماشین  فنر و عدد 4نیوتن روی  1251ماشینی به وزن  -11

دو رفت و برگشت به میزان  است. دامپرها طوری طراحی شده اند که بتوانند دامنه ارتعاش را پس از
8

کاهش دهند.  1

 مطلوبست: )الف( فرکانس طبیعی سیستم )ب( نسبت میرایی )پ( ضریب میرایی
 N.Sec/m 911 )پ(  %16.3 )ب( sec 0.28)الف(  جواب :

 

 

 
 



 

 

 

 

 4فصل 

 

 هارمونیکبارهای 
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 مقدمه  -4-1

 1-4در این فصل فرض می شود که بار وارد بر سیستم به صورت هارمونیک است. نمونه ای از این نوع بار در شکل 

 نشان داده شده است. بار هارمونیک به صورت زیر تعریف می شود:

(4-1                               )                                                                                                            tωsinPP(t) 0                                                                                                              

 

 
 نمودار بار هارمونیک 1-4شکل 

 

0P و  دامنه بارω  .زمان تناوب بار هم از رابطة زیر بدست می آید:فرکانس آن است 

(4-2                                                                                                                            )                              2π
T=

ω
 

 به صورت زیر است:یکدرجه آزاد تحت اثر بار هارمونیک  معادله حرکت سیستم

(4-3      )                                                                                                                    tωsinPkuucum 0                                                 

 ( استفاده می کنیم.26-3( و )3-3تقسیم کرده و از تعاریف ) mبرای حل این معادله آن را بر 

(4-4                     )                                                                                              tωsin
m

P
uωuω 2ξu 02                                                                                 

 آن را حل می کنیم . در ادامه این معادله، معادله حرکت سیستم یک درجه آزاد تحت اثر نیروی هارمونیک است که

 

 پاسخ سیستم 4-2

 تشکیل می شود: اب همگن وجواب خصوصیجو و قسمتجواب معادله حرکت از د



 بارهای هارمونیک                                            فصل چهارم                                                                                                                    
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(4-5                                                                                                                            )             h pu(t)=u (t)+u (t) 

huکه در آن  (t) و  یا جواب همگن جواب عمومیpu (t) .جواب خصوصی است و در ادامه بدست می آیند 

 

 جواب همگن:

hu (t) ( 22-3جواب همگن است و برابر با جواب معادله )دیدیم این حالت، ارتعاش  3باشد. همانطور که در فصل  می

 آزاد نام دارد و جواب آن به صورت زیر نوشته می شود.

(4-6  )                                                                                                           tωBcostωAsineu DD

ωt -ξ

h                                                               

 

 جواب خصوصی :

pu (t) ( صدق می کند. این جواب به صورت زیر نوشته می 4-4در معادله ) است که جوابی است که یجواب خصوص

 شود:

(4-2                                                                                                                            )   p 1 2u =G sinωt+G cosωt 

 ( عبارتند از:2-4( بدست می آید. مشتقات رابطه )4-4( در معادله )2-4از قرار دادن رابطه ) 2Gو  1Gضرایب 

(4-8                                                                  )2 2

p 1 2 p 1 2u =G ωcosωt-G ωsinωt    ,    u =-G ω sinωt-G ω cosωt 

 ( داریم:4-4( در رابطه )8-4)( و 2-4با قراردادن روابط )

(4-9 )

     2 2 2 0
1 2 1 2 1 2

P
-G ω sin(ωt)-G ω cos(ωt) +2ξω G ωcos(ωt)-G ωsin(ωt) +ω G sin(ωt)+G cos(ωt) = sin(ωt)

m
 

 را به صورت زیر می توان نوشت:این رابطه 

(4-11                                      )   2 2 2 20
1 2 2 1

P
G ω -ω -G ×2ξωω- sin(ωt)+ G ω -ω -G ×2ξωω cos(ωt)=0

m

   
    

 

که عبارتهای درون  ستا چون توابع سینوس و کسینوس مستقل از یکدیگر هستند، شرط برقراری تساوی فوق این

 ( صفر باشد:11-4در رابطه ) هکروش

(4-11                      )                                                                                         
 

 

2 2 0
1 2

2 2

1 2

P
G ω -ω -G ×2ξωω

m

-G ×2ξωω G ω -ω 0





  


 

 به صورت زیر بدست می آیند: 2Gو 1Gاز حل این دو معادله، ضرایب 
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(4-12   )                                                                                                            

2 2

0
1 2 2 2 2

0
2 2 2 2 2

p (ω -ω )
G = ×

m (ω -ω ) +(2ξωω)

p (-2ξωω)
G = ×

m (ω -ω ) +(2ξωω)








 

=2m تقسیم کنیم و از رابطه اگر صورت و مخرج روابط فوق را بر  k ω  نیز استفاده کنیم، آنگاه 

(4-13)                                                                                                                      

2

0
1 2 2 2

0
2 2 2 2

P (1-β )
G = ×

k (1-β ) +(2ξβ)

P (-2ξβ)
G = ×

k (1-β ) +(2ξβ)








 

   نسبت فرکانس (Frequency Ratio) : نامیده می شود و برابر است با 

(4-14                                                                                                                         )                                 ω
β=

ω
 

 نسبت فرکانس نیروی وارد به فرکانس طبیعی سیستم است.  در اصل 

 ب مخصوص به صورت زیر بدست می آید:( جوا2-4( در رابطه )13-4با قرار دادن روابط )

(4-15 )                                                                          20
p 2 2 2

P 1
u = (1-β )sinωt-(2ξβ)cosωt

k (1-β ) +(2ξβ)
    

 این جواب را به صورت زیر نیز می توان نوشت:

(4-16)                                                                                                                        θtωsinD
k

P
u 0

p                             

 که در آن:

(4-12 )                                                                                 
   
















2

1-

222 β-1

β 2ξ-
tanθ   ,    

β 2ξβ1

1
D                        

 

 جواب کلی :

 ( بدست می آید:15-4( و )6-4( از جمع روابط )4-4جواب کلی معادله )

(4-81 )                                                                    θtωsinD
k

P
tωBcostωAsinetu 0

DD

ωt ξ   

A  وB شرایط  ،ثابت های انتگرال گیری هستند که از شرایط اولیه بدست می آیند. یکی از مهمترین شرایط اولیه

 است. یعنی در ابتدای حرکت تغییرمکان و سرعت صفر است: (at rest condition) سکون

(4-91              )                                                                                                              @t=0  :   u=0   ,    u=0 

 ( ثابت های انتگرال گیری به صورت زیر بدست می آید:18-4با قرار دادن این شرایط در رابطة )
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 (4-21      )
    

    
 

 
   222

00

22

2222

0

2

0

β 2ξβ1

β 2ξ

k

P
 θsinD

k

P-
B

β12ξ 
β 2ξβ1ξ-1

β

k

P
 θβcosθξsin

ξ-1

D

k

P-
A









 

                                     

دو قسمت دارد. قسمت اول مربوط به جواب همگن و  (18-4معادلة حرکت )معادلة  همانطور که قبلاً گفته شد جواب

همانطور که مشاهده می شود ( ترسیم شده اند. 2-4قسمت دوم مربوط به جواب مخصوص است. این جوابها در شکل )

کاهش یابنده ξωte-که بدلیل وجود ضریب می باشد  مربوط به ارتعاش آزاد الف( 2-4)شکل  بقسمت اول این جوا

 نیز گفته می شود. ولی قسمت دوم جواب (Transient) ارتعاش گذرا این قسمت از جواب، است و به همین دلیل به

دارد که دامنه آن ثابت است و تا بی نهایت حالت هارمونیک  ،که مربوط به جواب مخصوص است ب( 2-4)شکل 

نیز گفته می شود. مجموع این یا ماندگار   (steady state)دائمیحالت  این قسمت از جواب ادامه دارد. به همین دلیل به

پ نشان داده شده است. چنانچه ملاحظه می شود اثر ارتعاش آزاد بسیار کم بوده و در  2-4دو جواب نیز در شکل 

با دقت بسیار خوبی می توان  بنابراین ی ابتدایی است و پس از آن پاسخ کلی و پاسخ ماندگار یکی می شوند.سیکل ها

 یعنی : ،پاسخ کلی و پاسخ حالت ماندگار را برابر در نظر گرفت

(4-21                                                                                               )                                                 pu(t) u (t) 

 

 (Static Displacement)تغییر مکان استاتیکی  4-3

حالت  واست که به نیر sin(ωt)است و ترم دوم   Pاز دو ترم تشکیل شده است. ترم اول دامنه نیرو یعنی   P(t)نیروی 

صرفنظر گردد آنگاه تغییر مکان sin(ωt)از جمله  و به صورت استاتیکی وارد شود یعنیکی می دهد. اگر این نیردینامی

0Pو برابر با شده  سیستم نیز به صورت استاتیکی k .می باشد 

(4-22                                                    )                                                                                                0
st

P
u =

k
 

 به این تغییر مکان، تغییر مکان استاتیکی گفته می شود.
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

 پ( جواب کلیپاسخ هارمونیک: )الف( جواب همگن، )ب( جواب مخصوص،  ) 2-4شکل 

 

 

 (Response ratio)نسبت پاسخ  4-4

 استاتیکی را نسبت پاسخ می گویند: دینامیکی به تغییر مکان های نسبت تغییر مکان

(4-32 )                                                                           
 

 
 

 
 

stst

p

p

st

h

h
u

tu
tR     ,    

u

tu
tR     ,    

u

tu
tR                                            
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نیروی هارمونیک به معادلة  Kg 10و جرم  N/m 4000به یک سیستم یکدرجه آزاد با سختی  مثال:

N sin(16t) 10P(t)  ،وارد می شود. اگر سیستم از حالت سکون شروع به حرکت نماید نسبت پاسخ های گذرا

0.05ξ و کلی سیستم را بدست آورده و رسم نمایید. دائمی  

              حل: 

  فرکانس سیستم و نسبت فرکانس برابرند با:

                                                                                            0.80
20

16

ω

ω
β        rad/sec 20

m

k
ω   

 بدست می آیند. Bو  A( ضرایب 21-4و از رابطة ) و  Dیب ا( ضر12-4از رابطة )

  
   

rad 0.219
β-1

β 2ξ-
tanθ   ,    712.2

β 2ξβ1

1
D

2

1-

222















  

       0.588 θsinD
kP

B
      ,     091.2θωsin ξθcosω

ω

D-

kP

A

0D0

 

 و کلی به صورت زیر است:  دائمینسبت پاسخ های ارتعاش گذرا، 

          19.975t0.588cos19.975t2.091sinetωcos
kP

B
tωsin

kP

A
etR t

D

0

D

0

ξωt

h 







  

     0.21916t2.717sinθtωDsintR p  

     tRtRtR ph  

 ترسیم شده است.صفحة بعد نمودار پاسخ ها در شکل 
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  (Dynamic Amplification Factor) یکیضریب بزرگنمایی دینام  4-5

 برابر است با :  در حالت ماندگار ( می توان گفت که حداکثر پاسخ سیستم16-4با توجه به رابطة )

(4-24                                                                                                                            )                   max stu =u ×D 

 ضریب بزرگنمایی دینامیکی نامیده می شود و برابر است با: Dکه در آن 

(4-25                                                                                                                            )  
2 2 2

1
D=

(1-β ) +(2ξβ)
 

 .م دینامیکی برابر است با تغییر مکان استاتیکی ضربدر ضریب بزرگنمایی دینامیکیمبه عبارت دیگر تغییر مکان ماکزی

م لیلی دینامیکی، تغییر مکان ماکزیمآن می توان بدون انجام تح ز( رابطه بسیار مهمی است زیرا با استفاده ا25-4رابطه )

( 24-4ه داشت که محاسبه تغییر مکان استاتیکی، ساده است و برای استفاده از رابطه )سیستم را بدست آورد. باید توج

تنها کافیست ضریب بزرگنمایی دینامیکی محاسبه شود. لازم به ذکر است که در حالتیکه نیروی وارد بر سیستم به 

ای سایر نیروها باید این ( بدست می آید ولی بر25-4صورت هارمونیک باشد ضریب بزرگنمایی دینامیکی از رابطه )

 ضریب محاسبه گردد.

 3-4در شکل  آن ضریب بزرگنمایی دینامیکی بار هارمونیک به نسبت فرکانس و نسبت میرایی بستگی دارد. نمودار

ترسیم شده است. نکته ای که در این شکل وجود دارد اینستکه با افزایش نسبت میرایی، ضریب بزرگنمایی کاهش می 

 یابد.

 

 (Resonant Response) سخ تشدیدپا  4-6

چنانچه دیدیم ضریب بزرگنمایی دینامیکی تابعی از نسبت فرکانس است. برای پیدا کردن مقدار ماکزیمم آن از رابطة 

 مشتق گرفته و مساوی صفر قرار می دهیم.  ( نسبت به 4-25)

(4-26                                                              )                                                      2

Peak

D
=0     β = 1-2ξ

β





 

به نسبت میرایی بستگی دارد. البته برای سازه های واقعی که نسبت میرایی  در این رابطه دیده می شود که حداکثر 

Peakβ، آنگاه ( می شود. اگر نسبت میرایی صفر باشد ) 1/1نزدیک  خیلی کوچک است، حداکثر   . این 1=
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 نمودار ضریب بزرگنمایی بار هارمونیک  3-4شکل 

 

 

نامیده می شود. در حالت تشدید ضریب دینامیکی و در نتیجه  (Resonance) حالت خیلی مهم، تشدید یا رزونانس

 پاسخ دینامیکی ماکزیمم خواهد شد.

 ماکزیمم ضریب بزرگنمایی دینامیکی بدست می آید: (،25-4با قرار دادن این مقدار در رابطة )

(4-22                                                                                                                            )           max
2

1
D =

2ξ 1-ξ
 

 برای نسبت های میرایی سازه ها می توان نوشت:

(4-28                                                                                                                            )                     max

1
D

2ξ
 

 11بت به پاسخ استاتیکی باشد، پاسخ دینامیکی نس 15/1این رابطه به این مفهوم است که مثلاٌ اگرنسبت میرایی سازه 

 برابر خواهد شد.

( بدست می 18-4می کنیم. در این حالت پاسخ سیستم از رابطة )باشد بررسی  1حال تغییر فرم سیستم را وقتی که 

 آید که عبارت است از:

(4-29                                                                    )                      -ξωt 0
D D

p k
u(t)=e (Asinω t+Bcosω t)- cosωt

2ξ
 

 به صورت زیر محاسبه می شوند: Bو   Aضرایب  با در نظر گرفتن شرایط اولیه سکون
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(4-31 )                                                                                    0 0 0

2
D

P P Pω 1 1
A= = ×       ,      B= ×

k 2ω k k 2ξ2 1-ξ
 

 بارت است از:در نتیجه پاسخ سیستم ع

(4-31                                                                       )-ξωt0
D D

2

P 1 ξ
u(t)= × e ( )sinω t+cosω t -cosωt

k 2ξ 1-ξ

  
  

    

 

Dsinωجمله  ، ضریبکوچک است با توجه به اینکه مقدار  t  31-4در عبارت درون پرانتز رابطة  1در مقابل ضریب 

Dωهمچنین  . آن صرف نظر نمودکوچک می شود و می توان از  ω : در نتیجه 

(4-32           )                                                                                                         -ξωt0p 1
u(t)= × cosωt(e -1)

k 2ξ
 

 همچنین نسبت پاسخ به صورت زیر بدست می آید:

(4-33  )                                                                                                              -ξωt

0

u(t) 1
R(t)= = cosωt(e -1)

P /k 2ξ
 

این از قاعده هوپیتال استفاده می شود که پس از برای رفع ابهام . بصورت مبهم خواهد بود R(t)باشد آنگاه  ξ=0اگر 

 کار نسبت پاسخ به صورت زیر در می آید.

(4-34                                                                                                                            )     1
R(t)= ×(-ωtcosωt)

2
 

   شکل، در دوحالت سیستم نامیرا و سیستم میرا در (باشد ) 1/1نمودار پاسخ سیستم در حالتی که نسبت فرکانس 

ملاحظه می شود که در حالت نامیرا، پاسخ سیستم به طور نامحدودی افزایش می یابد. در حالت  ترسیم شده است. 4-4

1میرا پاسخ سیستم افزایش می یابد ولی میزان افزایش محدود است و حد آن (2ξ)  .می باشد 
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 سیستم میرا  )الف( 

 
 سیستم نامیرا)ب( 

 پاسخ سیستم در حالت تشدید 4-4شکل

 

 

 (Vibration Isolation)جدا سازي ارتعاش   4-7

جداسازی ارتعاش بحث بسیار گسترده است و اگر بخواهد بطور مفصلل ملورد بررسلی قلرار گیلرد خلود میتوانلد        بحث 

جلدا سلازی ارتعلاش بله دو      بطور خیلی ساده و خلاصله مطلرم ملی شلود.     در اینجا این بحث موضوع یک کتاب باشد.

مطرم شود. یکی جلوگیری از انتقال ارتعلاش ماشلین آلات بله سلازه و دیگلری جللوگیری از انتقلال        صورت می تواند 

 ارتعاش زمین به سازه. این دوحالت در ادامه مورد بحث قرار می گیرند.

 

 سازه از ماشین آلاتجداسازي ارتعاش  -الف

یک ماشین مکانیکی به سازه متصل شده باشد که در مواقعی که کار می کند نیلروی هلارمونیکی بله میلزان     فرض کنید 

0P(t)=P sinωt می خواهیم نیرویی که به سازه منتقل می شود را حساب کنیم.  .(5-4)شکل تولید می کند 
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 ماشین مکانیکی متصل به سازه 5-4شکل 

 

( بدست می آید که می 16-4)بنابراین تغییر مکان سیستم از رابطة  ( است،4-4این سیستم همان معادلة )معادلة حرکت 

 تواند به صورت زیر بازنویسی شود:

(4-35)                                                                                                                                0P
u(t)= Dsin(ωt+θ)

k
 

 سرعت سیستم با مشتق گیری از این رابطه بدست می آید:

(4-36 )                                                                                                                           0P
u(t)= Dωcos(ωt+θ)

k
 

ه سازه منتقل می شود، همانطوریکه از روی شکل مشخص است برابر است با جمع نیروی فنر و نیروی نیرویی که ب

 میرایی.

(4-32                                                                                                                            )             S Df(t)=f (t)+f (t) 

 ندنیروی فنر و میرایی از روابط زیر محاسبه می شو

(4-38                                                                             )                                          
S 0

0
D

f =ku=P Dsin(ωt+θ)

P
f =cu=c Dωcos(ωt+θ)

k

 

β=ωو  2k=mωو  c=2mωξاستفاده از تعاریف : که نیروی میرایی با  ω :به صورت زیر در می آید 

(4-39 )                                          D 0f =cu=P 2ξβ Dcos(ωt+θ) 

 نتیجه نیروی منتقل شده به سازه عبارت است از: در

(4-41                               )                                                                0 0f(t)=P Dsin(ωt+θ)+P 2ξβ Dcos(ωt+θ) 

 این نیرو را به صورت زیر نیز می توان نمایش داد:

(4-41                                                                                                     )           
2

0f(t)=P D 1+ 2ξβ sin(ωt+θ ) 

P(t)=P sin( t)0
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 بنابراین حداکثر نیروی وارد بر سازه برابر است با:

(4-42                                                                                                                            )    
2

max 0f =P D 1+ 2ξβ 

است ولی حداکثر نیرویی که به سازه وارد  0Pکه ماشین مکانیکی تولید می کند ملاحظه می شود که حداکثر نیرویی 

می شود  
2

max 0f =P D 1+ 2ξβ  .به نسبت این دو نیرو ضریب انتقال گفته شده و با استTR .نشان داده می شود 

(4-43                                                       )                                           
 

   

2

2

2 22

1+ 2ξβ
TR=D 1+ 2ξβ =

1-β + 2ξβ
 

ضریب انتقال تابعی از  در واقع ضریب انتقال نشان می دهد که چه مقدار از نیروی تولید شده به سازه منتقل می شود.

نسبت فرکانس در نسبت میرایی و نسبت فرکانس است. نمودار ضریب انتقال برای نسبت میرایی های مختلف بر حسب 

 می گذرند. به عبارت دیگر اگر  2ترسیم شده است. چنانچه در این شکل دیده می شود همة نمودارها از  6-4شکل 

 

 

 
 نمودار ضریب انتقال 6-4شکل 

 

بلدیهی اسلت اگلر بخلواهیم نیلروی       ملی شلود.   1/1ال باشد، برای کلیة میرایی ها، ضریب انتق 2 برابر نسبت فرکانس

شلود، بنلابراین بلا     1/1، باید ضریب انتقال کوچکتر از به سازه وارد شود می کند کمتری نسبت به آنچه که ماشین تولید

بلا افلزایش میرایلی،    در این حالت ملاحظله ملی شلود کله      باشد. 2باید نسبت فرکانس بزرگتر از  6-4توجه به شکل 

می یابد. بنابراین می توان گفت که کمترین ضریب انتقال وقتی بدست می آید که نسبت فرکانس افزایش ضریب انتقال 

 اب شود.نیز کوچک انتخ باشد و نسبت میرایی 2بزرگتر از تا حد امکان 

 نشان داده می شود. Eسیستم است که با ضریب مهم دیگری که می توان تعریف نمود، کارایی 

2
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(4-44                                            )                                                                                                        E=1-TR 

است ولی اگلر ضلریب    %111ویی به سازه منتقل نشود، آنگاه کارایی سیستم اگر ضریب انتقال صفر باشد، یعنی هیچ نیر

باشد، یعنی تمام نیروی تولید شده به سازه منتقل شده و کلارایی سیسلتم صلفر اسلت. بلدیهی اسلت کله هلیچ          1/1انتقال 

 باشد. %111سیستمی را نمی توان طراحی نمود که کارایی آن 

 

 جداسازي ارتعاش زمین از سازه -ب

. در این حاللت فلرض ملی کنلیم     (2-4)شکل ، جداسازی ارتعاش زمین از سازه استت مهم دیگری که وجود داردحال

 زیر است:تغییرمکان زمین یک تابع هارمونیک به صورت 

(4-45                                                                                                             )                       g g0u (t)=u sin(ωt) 

 معادلة تعادل سازه عبارت است از: فرکانس حرکت زمین است. ωحداکثر تغییرمکان زمین و  g0u در آن که

(4-46                                                        )                                                                           I D sf (t)+f (t)+f (t)=0 

 نیروهای اینرسی، میرایی و فنری به صورت زیر هستند:

(4-42                                                        )               t t t

I D g gf (t)=mu     ,     f (t)=c(u -u )    ,    f (t)=k(u -u )    s 

 تغییرمکان کل سازه است. بنابراین: tuکه در آن 

(4-48                                                        )                                                           t t t

g gmu +c(u -u )+k(u -u ) = 0 

 و یا:

(4-49                        )                                                                                               t t t

g gmu +cu +ku  = cu +ku 

g( و رابطة 45-4با توجه به رابطة ) g0u (t)=u ωcos(ωt) :رابطة فوق به صورت زیر در می آید ، 

(4-51                                )                                                        t t t

g0 g0mu +cu +ku  = cu ωcos(ωt)+ku sin(ωt) 

 که به صورت زیر نیز می تواند نوشته شود:

(4-51                                          )                                               t t t 2 2 2

g0mu +cu +ku  = u k +c ω  sin(ωt+θ) 

 یم کهاگر فرض کن

(4-52                                          )                                                                                    2 2 2

0 g0P  = u k +c ω    

 هد شد:آن به صورت زیر خوا دائمی ( خواهد شد. بنابراین پاسخ3-4( شبیه به معادلة )51-4آنگاه معادلة )

(4-53                                                      )                                                                      t 0P
u (t) = D sin(ωt+θ)

k
 

 بنابراین حداکثر تغییرمکان سازه برابر است با:

(4-54                                        )                                                                                   
2 2 2

g0

max

u k +c ω
u  = D

k
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 که با کمی ساده سازی به صورت زیر در می آید:

(4-55                                                  )                                                                  
2

t

max g0 2 2 2

1+(2ξβ)
u  =u

(1-β ) +(2ξβ)
 

خواهد شد و  (43-4در این حالت نسبت حداکثر تغییر مکان سازه به حداکثر تغییرمکان زمین همان ضریب انتقال)رابطة 

 جداسازی ارتعاش ماشین آلات از سازه مطرم شد در این مورد نیز صادق است.دقیقاٌ همان بحث هایی که در رابطه با 

 

 

 

 

 

 جداسازی  ارتعاش زمین از سازه  2-4شکل 

 

 یک نیروی هارمونیک با دامنله این موتور  روی فونداسیونی قرار گرفته است. kg 10000ی به جرم دوار موتور  –مثال 

2000 N   3000و فرکانس rpm شود یلک  محدود انتقال یافته از موتور به فونداسیون  نیروی . برای اینکهایجاد می کند

و فونداسلیون قلرار داده شلده اسلت. لازم اسلت حلداکثر نیرویلی کله بله           لاستیک در حد فاصل موتورلوک از جنس ب

سلختی لازم  باشلد،   %21با فرض اینکه نسبت میرایی بللوک لاسلتیکی   محدود شود.  N 400فونداسیون وارد می شود به 

 بدست آورید. آن را  برای

  –حل 

   0.2
2000

400

P

F
TR

0

max   

 

     
2.93β       

0.16ββ1

0.16β1
0.2      

β 2ξβ1

β 2ξ1
TR

222

2

222

2










  

rad/sec  22.107
β

ω
ω         rad/sec 314.16 f2πω       Hz 50

min

cycles
 3000f   

KN/cm 1150 N/m 10115107.2210000mωk 622   
 
 
 (Displacement meter) ( و تغییرمکان سنجAccelerometerشتاب سنج )  4-7

رزه نگار در لدر این قسمت اصول دستگاههای اندازه گیری زلزله توضیح داده می شود. شکل شماتیک یک دستگاه 

 ده است. ( نشان داده ش8-4شکل )

u (t)=u   sin(t)g0g

u (t)
t
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 شکل شماتیک دستگاه اندازه گیری زلزله 8-4شکل 

 

 برابر است با: با فرض اینکه شتاب زلزله به صورت سینوسی فرض می شود،  معادلة حرکت این سیستم

(4-56)                                                                                      tωsinutumtPkuucum gg0geff
  

 دامنة حرکت زمین برابر است با:در نتیجه  است. فرکانس زمین  gωو   حداکثر شتاب  زمین g0uر این رابطه، د

(4-25  )                                                                                                                                            
k

um
Dρ

g0


 

D  نمودار  داده شده است. (25-4)ضریب بزرگنمایی دینامیکی است که در رابطةD  بر حسب  برای   در شکل

وجه به با ت است. بنابراین 1/1ثابت و برابر با  Dمقدار  ( نشان داده شده است.  ملاحظه می شود که برای  4-9)

دامنة حرکت دستگاه با دامنة شتاب زمین رابطة مستقیم  ،باشد می توان گفت که اگر  (52-4رابطة )

 د.نباشد. این دستگاهها، شتاب سنج نامیده می شو 2/1دارد. پس کافیست میرایی دستگاه 

 حال همان دستگاه را در نظر می گیریم ولی فرض کنید حرکت زمین به صورت زیر باشد:

(4-58 )                                                                                                              tωsinutu gg0g  

 بنابراین شتاب زمین عبارتست از:حداکثر تغییرمکان زمین است.  g0uکه در آن 

(4-59)                                                                                                                              tωsinωutu 2

gg0g  
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 =0.7ضریب بزرگنمایی دینامیکی برای     9-4شکل 

 

 دامنة حرکات دستگاه به صورت زیر است:بنابراین 

(4-61)                                                                                                                        g0

2

2

g0
uDβ

k

ωmu
Dρ  

Dβنمودار  11-4شکل در  تقریباً   Dمقدار  برای  در این حالت  ترسیم شده است. برای  بر حسب  2

باشد، دامنة حرکت  ( می توان گفت که اگر 52-4ت. بنابراین با توجه به رابطة )اس 1/1ثابت و برابر با 

باشد. این  5/1دستگاه با دامنة تغییرمکان زمین رابطة مستقیم دارد. پس کافیست میرایی دستگاه 

 د.ندستگاهها، تغییرمکان سنج نامیده می شو

 

 
 =0.5ضریب بزرگنمایی دینامیکی برای     11-4شکل 



 بارهای هارمونیک                                            فصل چهارم                                                                                                                    

 

 

19 

 

 مسائل 
 

 

 پاسخ سیستم یکدرجه آزاد میرا با شرایط اولیه سکون تحت اثر نیروی کسینوسی مطابق رابطة زیر بدست آورید. -1

 tωcosPP(t) 0 

:   جواب     
   

        tωcosβ1tωsinβ 2ξ
β 2ξβ1

1

k

P
tωBcostωAsineu 2

222

0

DD

ωt ξ-

h 


 

که در آن :                                                                 
    

 

 
   222

2
0

22

2222

0

β 2ξβ1

β1

k

P-
B

β2β1 
β 2ξβ1ξ-1k

P-
A












 

 

 پاسخ سیستم یکدرجه آزاد میرا با شرایط اولیه سکون را تحت اثر نیروی زیر بدست آورید. -2

 θtωsinPP(t) 0  

 

سازه نشان داده شده تحت اثر تغییر مکان زمین قرار گرفته است. اگر تغییر مکان زمین  را بتوان با رابطه  -3

   tωsinutu gg0g   در آن بیان کرد کهg0u  تغییرمکان حداکثر زمین وgω   فرکانس زمین است و مقادیر ثابتی می

سازه را نامیرا درنظر گرفته و فقط باشند، حداکثر تغییرمکان و شتاب سقف و نیروی برش پایه را بدست آورید.  

 تغییرمکان دائمی را منظور کنید.

 

جواب : 
2

g

2

2

g

g0max
ωω

ω
uu


 

 



 علیرضا فیوض                                                                                                         دینامیک سازه ها                         

 

21 

 

سیستم یکدرجه آزاد نشان داده شده تحت اثر تغییرمکان زمین به میزان  -4   tωsinutu gg0g    .قرار گرفته است

 اطلاعات مسئله به صورت زیر است.

N  106Wوزن سیستم   4 

26ضریب الاستیسیته  kg/cm  101.2E  

4cm  1450Iممان اینرسی ستون ها   

cm 6uحداکثرتغییر مکان زمین  g0                       

rad/sec 4ωgفرکانس تغییرمکان زمین   

 حداکثر تنش بوجود آمده در ستون ها را حساب کنید.

 Mpa 54جواب : 

 

قرار گرفته است. نسبت پاسخ های  =1انس یک سیستم یکدرجه آزاد نامیرا تحت اثر بار هارمونیک با نسبت فرک -5

 پایدار و گذرا و کل این سیستم را بطور جداگانه و زیر هم رسم کنید.

 

در حال سکون قرار دارد. سپس به آن نیروی  KN/m 4000و سختی  ton 350یک سیستم یکدرجه آزاد با جرم  -6

ωω)هارمونیک با فرکانس تشدید  وارد می ) ( شود. نسبت پاسخR(t).را در سه حالت زیر رسم کنید ) 

 c = 0سیستم نامیرا )الف( 

 c = 90 KN-Sec/mسیستم میرا با  )ب( 

 c = 350 KN-Sec/m)پ( سیستم میرا با  

 

می  در لحظة صفر دارای تغییرمکان صفر ، K=875 KN/mو سختی   m=875 tonیک سیستم یکدرجه آزاد با جرم   -2

 نسبت میرایی سیستم را بدست آورید. دارای تغییرمکان صفر است. ثانیه نیز مجدداً  422/1از پس  وباشد 
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 =10%جواب: 

 

میلیمتر و در  25یک سیستم یکدرجه آزاد تحت اثر بار هارمونیک قرار گرفته است. دامنة ارتعاش در حالت تشدید  -8

 است. نسبت میرایی آن چقدر است؟ میلیمتر 11درصد فرکانس تشدید برابر  25فرکانسی برابر با 

 %9.17جواب: 

 

کاهش می یابد. نسبت میرایی آن چقدر  % 51سیکل ارتعاش  6دامنة ارتعاش یک سیستم یکدرجه آزاد پس از  -9

 است؟

 %1.8جواب: 

 

می باشد. این  %5کیلونیوتن بر متر و نسبت میرایی  2511تن، سختی  5جرم دارای  یک سیستم یکدرجه آزاد -11

تحت اثر نیروی   یستمس   tωsin30tP   سانتی متر دارد. فرکانس بارگذاری را بدست  4/2تغییر مکان حداکثر

 آورید.

 rad/sec , 15.90 rad/sec 27.26جواب: 

 

یک سیستم یک درجه آزاد در دو مرحله تحلت اثلر بلار هارمونیلک قلرار گرفتله اسلت. در مرحللة اول فرکلانس           -11

سلانتیمتر ملی باشلد. در     1/5رکانس سیستم با هم برابر هستند. در ایلن مرحلله حلداکثر تغییرمکلان سیسلتم      بارگذاری و ف

سانتیمتر می  12/1برابر فرکانس سیستم است. در این مرحله حداکثر تغییرمکان سیستم  5مرحلة دوم فرکانس بارگذاری 

 باشد. نسبت میرایی سیستم چقدر است؟

 درصد 8/4جواب : 
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مطابق  %40و نسبت میرایی  KN/m 225، سختی  KN 20وزن  بیلی را می توان با یک سیستم یکدرجه آزاد بااتوم -12

مطلوب  شکل مدلسازی نمود. همچنین تغییرفرم پل را می توان به صورت موج سینوسی مطابق شکل در نظر گرفت.

 است :

tدامنه کل حرکت اتومبیل ) )الف(

maxu72 ( در سرعت km/hr 

 سرعتی که باعث بوجود آمدن تشدید در سیستم شود. )ب(

tدامنه کل حرکت اتومبیل ))پ( 

maxuدر تشدید ) 

 

 

 mm 49.65)پ(   Km/hr 59.67)ب(   mm 45جواب : )الف( 

 

از محوری جرم قرار گرفته است. خروج   N/mm 700روی چهار فنر با سختی کل   N 900یک ماشین به وزن  -13

می شود. تخمین زده می شود که نسبت  RPM 3000و سرعت زاویه ای  N 36000ماشین سبب تولید نیرویی با دامنة 

 باشد.مطلبوبست: درصد 21 میرایی 

 )الف( دامنة حرکت

 )ب( ضریب انتقال

 )پ( نیروی انتقال یافته

 نیوتن 2995درصد  )پ( 52/14میلیمتر  )ب(  28/4)الف( جواب: 
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قرار گرفته   %10و میرایی  N/mm 16روی یک سیستم جداساز ارتعاش با سختی   N 500یک دستگاه به وزن  -14

 ارتعاش می کند.  Hz 10و فرکانس  0.1gاست. این دستگاه و سیستم جداساز روی یک میز قرار گرفته اند که با شتاب 

 چه شتابی به دستگاه منتقل می شود. -الف

منتقل شده به دستگاه، وزن سیستم جداساز افزایش داده می شود. میزان افزایش وزن چقدر  برای کاهش شتاب –ب 

 شود. 0.005gباشد تا حداکثر شتاب دستگاه 

 kg 94.14)ب(      0.01076gجواب : )الف( 
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اشی به صورت قائم یک دستگاه آزمایش حساس روی کف آزمایشگاهی قرار است نصب شود. کف آزمایشگاه ارتع -

کیلوگرم باشد، سختی سیستم تکیه گاهی دستگاه  361هرتز دارد. اگر جرم دستگاه  21میلیمتر و فرکانس  26/1با دامنه 

 میلیمتر محدود شود. 122/1را طوری تعیین کنید که دامنه ارتعاش دستگاه آزمایش به 

 

 12کیلونیوتن و فرکانس  321وی هارمونیک با دامنه کیلونیوتن به تکیه گاه خود نیر 31یک دستگاه الک به وزن  -

 225هرتز وارد می کند. پس از اینکه این دستگاه روی سیستم جداساز قرار می گیرد دامنه نیروی هارمونیک به 

 کیلونیوتن کاهش می یابد. سختی سیستم جداساز را حساب کنید.

 



 

 

 

 

 

 

 

 5فصل 

 

 بارهای متناوب
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 مقدمه 5-1

 قبل از وارد شدن به بحث،در این فصل پاسخ سیستم های یکدرجه آزاد در برابر بارهای متناوب توضیح داده می شود. 

 بیان می شود. مقدمه ای راجع به توابع متناوب 

نی خاصی که دوره تناوب نامیده می شود، ثابت می هستند که شکل آنها در دوره های زماتوابعی متناوب توابع 

 در رابطة زیر صدق می کنند: بنابراین  ماند.

(5-1  )                                                                                                             ,1,2,n    ,   xfnTxf  

( نشان داده شده است. چنانچه ملاحظه 1-5در شکل )توابع  نمونه ای از اینی شود. دورة تناوب نامیده م Tدر این رابطه 

 بنابراین دورة تناوب این تابع  است.  تا   و از   تا     تابع ازشکل  مثل صفر تا  تابع از می شود شکل 

 است. 

 
 متناوبتوابع  از مثالی 1-5شکل 

 

 (Fourier seriesسري فوريه ) 5-2

 که اگر تابعاین فصل نشان داده شده است  1 پیوستدر  xf  یک تابع متناوب با دورة تناوبpT   باشد، می

 توان آن را به صورت مجموعه ای از توابع هارمونیک به صورت زیر نوشت:

(5-2                       )                                                                            





1n

nnnn0 xωsinbxωcosaaxf                                                 
 

 که در آن 

(5-3                                 )                                                                                                                     
n

P

2nπ
ω =

T 
 به صورت زیر تعریف می شوند. a n, an b ,0و ضرایب 
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(5-4    )                                                                                                                 

 

   

   











P

P

P

T

0
n

P

n

T

0
n

P

n

T

0
P

0

dxxωsinxf
T

2
b

dxxωcosxf
T

2
a

dxxf
T

1
a

                                                                                                     
 

( وقتی دقیقاً برقرار می شود که تعداد جملات سری بی 2-5( را سری فوریه می نامند. توجه شود که رابطة )2-5رابطة )

تقریبی خواهد شد. بدیهی  (2-5نهایت شود، لیکن چون عملاً تعداد جملاتی که استفاده می شود محدود است، رابطة )

 است هر چه تعداد جملات بیشتر شود، جواب سری فوریه به جواب دقیق نزدیکتر خواهد شد. 

 ( را به صورت زیر نیز می توان نوشت:2-5رابطة )واضح است که 

(5-5 )                                                                                                                





1n

nnn0 θxωsinρaxf 

ملاحظه می شود که توابع متناوب برابرند با مجموع یک مقدار ثابت )که در واقع میانگین تابع در یک دوره تناوب 

دامنه و زاویة فاز از روابط زیر بدست می  .nθو زاویة فاز  nω، فرکانس   nρاست( و تعدادی توابع هارمونیک با دامنة

 آیند:

(5-6)                                                                                                   








 

n

n1

n

2

n

2

nn
b

a
tanθ       ,    baρ 

طیف زاویة  nωبر حسب  nθطیف دامنة فوریه و نمودار زاویة فاز  nωسب بر ح nρلازم به ذکر است که نمودار دامنة 

 فاز فوریه نامیده می شود.

 استفاده از موارد زیر می تواند محاسبة ضرایب فوریه را تسریع کند.

باشد، یعنی زوج اگر تابع متناوب    xfxf   0  آنگاهb    ,    0a    ,   0a nn0  

باشد، یعنی  رد فاگر تابع متناوب    xfxf   0آنگاهb    ,    0a    ,   0a nn0  

 

 .ه استداده شددر مثال زیر مورد استفاده سری فوریه نشان 
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  .ف دامنة فوریة آن را رسم کنیدداده و نمودار طی تابع زیر را به صورت سری فوریه نشان : مثال

 
 حل: 

 است. این تابع به صورت زیر تعریف می شود: 2چنانچه ملاحظه می شود دورة تناوب این تابع 










2t1P

1t0P
P(t)

0

0  

                                                                                                                                          

 برابر است با: nωهمچنین 

                        n

p

2nπ
ω = =nπ

T
 

 بنابراین ضرایب سری فوریه برابرند با:

  0dtPdtP
2

1
a

2

1
0

1

0
00 





    

        0dt tnπcosPdt tnπcosP
2

2
dttωcostP

T

2
a

2

1
0

1

0
0

T

0
n

p

n

p






    

          
















  

2,4,6,...n0

1,3,5,...n
nπ

4P

nπcos1
nπ

2P
dt tnπsinPdt tnπsinP

2

2
dttωsintP

T

2
b

0
0

2

1
0

1

0
0

T

0
n

p

n

p

 
البته چون  tP  0تابع فرد است، می شد پیش بینی کرد کهa   ,   0a n0  

 در نتیجه tP :به صورت زیر  در می آید   

  













1,3,5,...n

0  t)sin(n π
nπ

4P
tP  

 این رابطه به صورت گسترده عبارت است از:

        







 ... t5πsin

5π

4
 t3πsin

3π

4
πtsin

π

4
PtP 0  

نمودار  tP  ل زیر نشان داده شده است. چنانچه ملاحظه میشود با افزایش تعداد جملات، سری به سمت جواب در شک

دو نکته نیز در رابطه با دامنة طیف دامنة طیف فوریه نیز نشان داده شده است. همچنین در این شکل دقیق میل می کند. 
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دوم اینکه طیف سری فوریه به  اهش می یابد.شمارة موج دامنة طیف فوریه کفوریه وجود دارد. اول اینکه با افزایش 

 صورت گسسته است. این نکته بدلیل این است که در سری فوریه، زمان تناوب تابع متناوب محدود است. 
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 پاسخ به بارگذاري سري فوريه 5-3

وب باشد را می توان  بر حسب مجموعه از نیروهای هارمونیک ( هر نیرویی که بصورت متنا2-5بر اساس رابطة )

 بیان نمود. به عبارت دیگر اگر نیروی وارد بر سیستم تناوبی باشد آنگاه معادلة حرکت بصورت زیر در می آید:

(5-7               )                                                                   





1n

nnnn0 tωsinbtωcosaakuucum                                                                 

برقرار است یعنی می توان معادلة فوق را جمع آثار قوا اصل  کرده ایم بنابراین خطی فرضچون رفتار سیستم را بصورت 

 رد.برای هر یک از جملات سمت راست بطور جداگانه حل نمود و سپس پاسخ ها را با یکدیگر جمع ک

بدست می آوریم. در این حالت چون مقدار نیرو ثابت است و به زمان   0aابتدا پاسخ سیستم در برابر جملة 

حالت عبارت است  صفر خواهند شد و پاسخ سیستم در این  uو   uبستگی ندارد پس پاسخ هم ثابت است و  جملات 

 از:

 (5-8                                        )                                                                                                              0a
u(t)=

k 
پاسخ سیستم در برابر جملة  tωcosa nn ر است با:براب 

(5-9                                                         ) 
   

        tωsinβ 2ξtωcosβ1
β 2ξβ1

1

k

a
tu 2

222

n 


 
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 پاسخ سیستم در برابر جملة tωsinb nn  است بصورت زیر نیز: 

(5-11     )                                                    
   

        tωcosβ 2ξtωsinβ1
β 2ξβ1

1

k

b
tu 2

222

n 


 

 برابر است با: nβ این روابط رکه د

(5-11                        )                                                                                            n
n

ω
β =

ω
 

 ( بدست می آیدکه عبارت است از:11-5) ( و9-5(، )8-5( از جمع روابط )7-5جواب معادلة )بنابراین 

(5-12      ) 
   

        


































1n

nnn

2

n

n

2

n

22

n

0 tωsinβ 2ξtωcosβ1
k

a

β 2ξβ1

1

k

a
tu 

            







 tωcosβ 2ξtωsinβ1

k

b
nnn

2

n

n      

                    

 

 یک نیروی دینامیکی به صورت زیر است: نمودارمعادله و   –مثال 

 

 

    
 










2πtπ0

πt0tsin
tP 

 

 

 

 ابر این نیرو با تبدیل آن به سری فوریه بدست آورید.پاسخ یک سیستم دینامیکی نامیرا را در بر

  -حل

 در این مثال 

                                                                                                                            n
T

2nπ
ω         π2T

p

np  

 آیند: ضرایب بسط سری فوریه از روابط زیر بدست می

                                                                                                                  
π

1
cos(t)

2π

1-
dttsin

2π

1
a

π

0

π

0
0   

    :  1n if                   0tsin
2

1

π

1
dttcostsin

2π

2
a

π

0

2
π

0
1      

          
 

2

1

2

π

π

1

4

2tsin

2

t

2π

2
dttsin

2π

2
b

π

0

π

0

2

1 







                                                     
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     :  1n if             
π

0

π

0
n dttn-1sintn1sin

2π

1
dtntcostsin

2π

2
a  

           
































n-1

1

n1

1

n-1

πn-1cos

n1

πn1cos

2π

1-

n-1

tn-1cos

n1

tn1cos

2π

1-
a

π

0

n  

       
 2222n

n-1π

1nπcos

n1

2

n-1

nπ2cos

2π

1

n1

2

n-1

nπcos

n1

nπcos

2π

1
a



























  

 

           
π

0

π

0
n dtt1ncost1-ncos

2π

1
dtntsintsin

2π

2
b  

      0t1nsin
1n

1
t1-nsin

1n

1

2π

1
b

π

0

n 













  

 بنابراین نیروی وارد بر سیستم را به صورت زیر می توان نوشت:

                                                                 
         









 

63

8tcos

35

6tcos

15

4tcos

3

2tcos

π

2

2

tsin

π

1
tP 

 تغییر فرم سیستم از رابطة زیر بدست می آید:

                                                                                                       

      





1n

nnnn0 tωsinbtωcosaatku  

                                          
 

 
   

 
   

  








 4tcos
15π

2

β1

1
2tcos

3π

2

β1

1
tsin

2

1

β1

1

π

1
tku

2

4

2

2

2

1

 

 

 

 فرم نمايی سري فوريه  5-4

نشان داده شد که هر تابع متناوب را می توان به مجموعه ای از توابع هارمونیک تبدیل نمود. همچنین در  2-5بخش  در

 میتوان نمایش داد:شود که توابع متناوب را به صورت زیر نیز  ریاضیات مهندسی نشان داده می

(5-13                    )                                                                                                                    ni(ω t)

n

n=-

P(t)= c e




 

 از رابطة زیر محاسبه می شود:  ncکه 

(5-41                    )                                                                                                          p
n

T
-i(ω t)

n
0

p

1
c = P(t)e dt

T  
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را بدست آورد و سپس با استفاده از  nc( ضرایب 41-5ابتدا باید از رابطة ) P(t)به عبارت دیگر برای یک تابع متناوب 

( فرم نمایی سری فوریه نامیده می شود. در اصل روابط 13-5صورت نمایی نشان داد. رابطة ) ( تابع را به13-5رابطة )

-5( همان روابط سری فوریه هستند که به شکل دیگری نوشته شده اند. برای نشان دادن اینکه روابط )14-5( و )5-13)

 .( یکی هستند به صورت زیر عمل می کنیم14-5( و )13-5( با روابط )4-5( و )2

 وان نوشت:ت( را به صورت زیر می 13-5رابطة )

(5-51                                                                                                           )n n-iω t iω t

0 -n n

1

P(t)=c c e +c e
n





    
iθeکه با استفاده از اتحاد اولر ) =cosθ+isinθ می شود:( رابطة زیر حاصل 

(5-61                                                  )   0 -n n n n n n

n=1

P(t)=c + c cos(ω t)-isin(ω t) +c cos(ω t)+isin(ω t)


  
 

وبا دسته بندی آن، به رابطة زیر می رسیم:
  

(5-71  )                                                                     




 
1n

nnnnnn0 tωsincctωcoscccP(t)                                                                    
 

 خواهیم داشت: (41-5ة )با توجه به رابطحال 

(5-81                                                  )

P P P
n

P P P
n

T T T
-iω t

n n n
0 0 0

P P P

T T T
+iω t

-n n n
0 0 0

P P P

1 1 i
c = p(t)e dt= p(t)cosω tdt- p(t)sinω tdt

T T T

1 1 i
c = p(t)e dt= p(t)cosω tdt+ p(t)sinω tdt

T T T

  

  

 

 نتیجه:در 

(5-91                                                                               )                             

P

P

T

n -n n
0

P

T

n -n n
0

P

2
c +c = p(t)cos(ω t)dt

T

-2i
c -c = p(t)sin(ω t)dt

T





 

 حال تغییر متغیر های زیر را درنظر می گیریم:

(5-21)                                                                                                                            
 nnn

nnn

00

ccib

cca

ca











 

                                                                                                                                       

 توان به صورت زیر نوشت: ( را می17-5بنابراین معادلة )

(5-21)                                                                             





1n

nnnn0 tωsinbtωcosaatP 

 (  عبارتند از:21-5( و )91-5نیز با توجه به روابط ) nb  و  na( است. ضرایب 2-5همان رابطة ) که
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(5-22 )                                                                                     
   

     











p

p

T

0
n

p

nnn

T

0
n

p

nnn

dttωsintP
T

2
ccib

dttωcostP
T

2
cca

 

 ( است. 4-5که همان روابط )

 ( نیز نشان داد.14-5و  13-5به این ترتیب نشان داده شد که توابع متناوب را می توان به فرم نمایی )روابط 

 فرم نمایی سری فوریه را برای تابع زیر بدست آورید: –مثال 

  1t1-   etf t    
  –حل 

nπω       2Tبرای این تابع داریم:  np  

    

           

     nn inin

in

11sinh
  πn1

1
1

2

e-e

  πn1

1

ncose-ncose
  πn1

1

2

1
ee-ee

 in π1

1

2

1
ee

 in π1

1

2

1

e
 in π1

1

2

1
dte

2

1
dtee

2

1
C

22

1-1

22

1-1

22

 in π-1- in π1 in π1 in π1

1

1

 t in π1
1

1

 t in π1
1

1

  tin πt

n





















































 

                                                                                                       
















  tn π in

22
e1

  πn1

inπ1
1sinhtf 

 

 

 پاسخ به فرم نمايی سري فوريه  5-5

ی آید. ابتدا پاسخ این قسمت پاسخ سازه در برابر بارهای متناوب، وقتی که این بار به فرم نمایی نوشته شود، بدست مدر 

 سازه در برابر یک تابع نمایی محاسبه می شود. یعنی معادلة حرکت به صورت زیر نوشته می شود:

(5-23                          )                                                                                                 niω t
mu+cu+ku=p(t)=e 

دیده شد، جواب مخصوص که در  4جواب این معادله دو قسمت همگن و مخصوص دارد. همانطور که در فصل 

دینامیک سازه ها، پاسخ ماندگار نامیده می شود، اهمیت بیشتری دارد و می توان از جواب همگن صرفنظر نمود. پاسخ 

 بصورت زیر است:  معادلة فوق ماندگار

(5-42                  )                                                                                                                        niω t
u(t)=He 

 ( برابرند با:24-5( بدست می آید. مشتقات رابطة )23-5( در رابطة )24-5از قرار دادن رابطة ) Hضریب 

(5-52         )                                                                          iω tn
niω t 2

n nu(t)=H(iω )e        ,         u(t)=H(-ω )e 



 علیرضا فیوض                                       دینامیک سازه ها                                                                                           

 

12 

 

 ( به صورت زیر در می آید:23-5بنابراین معادلة )

(5-62                                                                                     )iω tn
n n niω t iω t iω t2

n nmH(-ω )e +CH(iω )e +KHe =e 

niωچون   te 0  این ضریب از طرفین رابطة فوق حذف شده و ، پسH :به صورت زیر بدست می آید 

(5-72                                                                                                                            )
2

n n

1
H=

-mω +Ciω +K
 

nH(ωاست، به همین دلیل معمولاً به صورت  nωتابعی از  Hچنانچه دیده می شود، ضریب  نوشته شده و به آن تابع  (

 گفته می شود. این تابع را به صورت زیر نیز می توان نوشت: (Frequency Response Function)پاسخ فرکانسی 

(5-82                                                                                                                )n 2

n n

1
H(ω )=

k[(2ξβ i)+(1-β )]
 

 ( به صورت زیر می شود:23-5بنابراین جواب معادلة )

(5-92                                                        )                                                    niω t

2

n n

1
u(t)= ×e

k[(2ξβ i)+(1-β )]

 

 ( نوشته شده باشد، آنگاه پاسخ سیستم به صورت زیر خواهد شد:13-5پس اگر نیروی وارد بر سیستم به صورت رابطة )

(5-31                                                                    )                                                      niω t

n n

n=-

u(t)= c H(ω )e





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 : محاسبة ضرايب سري فوريه 1 پیوست

 اعداد صحیح باشند می توان روابط زیر را بدست آورد: nو  mاگر 

0dxx                                                         (                                                                   1-1)پ
T

2nπ
cos

PT

0
P











                

0dxx(                                                                                                                            2-1)پ
T

2nπ
sin

PT

0
P











 

                                                                               (3-1)پ
nm2T

nm0
dxx

T

2mπ
sinx

T

2nπ
sin

P

T

0
PP

P





























 

      (                                                                        4-1)پ
nm2T

nm0
dxx

T

2mπ
cosx

T

2nπ
cos

P

T

0
PP

P





























 

0dxx                                                  (                                                   5-1)پ
T

2mπ
cosx

T

2nπ
sin

PT

0
PP





















 

 ( عمود بودن توابع سینوس و کسینوس را نشان می دهد. 5-1لازم به ذکر است که رابطة )پ

 رابطة سری فوریه یک بار دیگر در اینجا نوشته می شود:

                       (                                                   6-1)پ  































1m P

m

P

m0 x
T

2mπ
sinbx

T

2mπ
cosaaxf 

 ( استفاده می کنیم. بنابراین:2-1( و )پ1-1از طرفین این رابطه انتگرال گرفته و از روابط )پ

(                                                                                         7-1)پ    
PP T

0
P

0P0

T

0
dxxf

T

1
a     Tadxxf 

( را در 6-1ین رابطة )پطرف













x

T

2nπ
cos

p

-1ضرب کرده و از رابطة حاصل انتگرال می گیریم. با توجه به روابط )پ 

 ( ، رابطة زیر یدست می آید:5-1( و )پ4

(                                     8-1)پ    















 PP T

0
PP

n
P

n

T

0
P

dxx
T

2nπ
cosxf

T

2
a           

2

T
adxx

T

2nπ
cosxf 

( را در 6-1حال طرفین رابطة )پ













x

T

2nπ
sin

p

ضرب کرده و از رابطة حاصل انتگرال می گیریم. با توجه به روابط  

 ( ، رابطة زیر یدست می آید:5-1( و )پ3-1)پ

(                                    9-1)پ    















 PP T

0
PP

n
P

n

T

0
P

dxx
T

2nπ
sinxf

T

2
b           

2

T
bdxx

T

2nπ
sinxf 
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 تبديل فوريه – 2پیوست 

 نمایی سری فوریه را در نظر بگیرید:در بعضی از مسائل واقعی، توابع موجود متناوب نیستند. فرم 

   (                                                                                                                            1-2)پ      eCtf
n

tωi

n
n





 

 که در آن 

                                                                         (                                                 2-2)پ 



p

n
T

0

τωi

p

n dτeτf
T

1
C 

pT دورة تناوب تابع متناوب می باشد که رابطة آن باnω :به صورت زیر است 

                                                                                                     (                                           3-2)پ
p

n
T

2nπ
ω  

در واقع بوسیلة سری فوریه یک تابع متناوب به تعدادی موج هارمونیک گسسته با فرکانس های مجزا تبدیل می شود و 

nω نس موج هارمونیک فرکاn  ام سری فوریه می باشد. تفاضل بین فرکانس دو موج متوالی به صورت زیر بیان می

 شود:

(                                                                                                                            4-2)پ
p

n1n
T

2π
ωωωΔ   

 تعریف دورة تناوب تابع متناوب را به صورت زیر می توان نوشت: با این

                      (                                                                                                                            5-2)پ
ωΔ

2π
Tp  

 ( خواهیم داشت:5-2( و استفاده از رابطة )پ1-2( در رابطة )پ2-2با جایگذاری رابطة )پ

(                                                                                                     6-2)پ    
















n

p
nn

T

0

τωitωi
dτeτf

2π

ωΔ
etf 

تابع  ωF :را به صورت زیر تعریف می کنیم 

                                                                                                              ( 7-2)پ   



p

nn
T

0

τiωtiω
dτeτf

2π

1
eωF 

بنابراین تابع  tf :به صورت زیر در می آید 

                                                                         (                                                       8-2)پ    





n

ωΔωFtf 

را به سمت صفر میل می دهیم. در واقع با این کار موج های هارمونیکی که به صورت گسسته بودند را به  ωΔحال 

( می توان گفت که دورة تناوب تابع متناوب بینهایت 5-2ه به رابطة )پصورت پیوسته در می آوریم. همچنین با توج

 ( . یعنی تابع غیرمتناوب را به صورت تابع متناوب با دورة تناوب بینهایت در نظر گرفته ایم.pTشده است)
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 رالی تبدیل می شود:( به صورت انتگ9-2به سمت صفر میل کند، رابطة )پ ωΔاگر  

(                                                                                                             9-2)پ     







 dωωFωdωFtf 

حال به جای  ωF ( قرار می دهیم.7-2از رابطة )پ 

                                                                      (                          11-2)پ    


















 dωdτeτf

2π

1
etf

τiωtiω nn 

تابع  ωG :به صورت زیر تعریف می شود 

                (                                                                                                    11-2)پ   




 dtetf
2π

1
ωG ωt   i 

بنابراین تابع  tf :عبارت است از 

(                                                                                                                           12-2)پ   



 dωeωGtf ωt i 

 Inverse Fourier( تبدیل معکوس فوریه )12-2( و رابطة )پFourier Transform( تبدیل فوریه )11-2رابطة )پ

Transform.نامیده می شوند ) 
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 مسائل 
 

 دوره تناوب توابع زیر را بدست آورید. -1

)الف(      4tsin53tsin3tf  

جواب : 

 

)ب(    3tcos7tf 2 

جواب :  

 

)ج(    5tsint
3

4
sintf 








 

6جواب: 

 

 تابع نشان داده شده را بوسیله سری فوریه بسط داده و ضرایب بسط را بدست آورید. -2

 
جواب: 
























 nπ

3

4
cos

2

1
nπ

3

2
cos

2

1
1

nπ

P-
b   ,   0a ,  

2

P
a 0

nn

0

0 

 

 

 برای هر یک از توابع زیر مطلوب است:  -3

 از بسط فوریه   nbو   0a  ،na)الف( ضرایب 

)ب( ترسیم نمودار دقیق  tP  و بسط فوریة آن 

 )پ( دامنة موج هارمونیک بسط فوریه و رسم نمودار آن
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(a) 

 π3T

  

3πt2π0

2πt0t
T

3π
sinP

P(t)

p

p

0





























 

جواب: 
   

 
3

4nπ
sin

9-4nπ

6P
b  , 

3

2nπ
sin

4n-9π

12P
a  , 0a

2

0

n

2

2

0

n0 
















 

 
 

 

 

 

(b)     2t2-     t4PtP 2

0   

 

 

 

 

جواب: 
 

        0b ,  nπcos nπnπsin
nπ

16P
a  , 

3

8P
a n3

0

n

0

0  

 

 
 

(c)  
























2t10

1t1
2

πt
sinP

1t20

tP 0  

   جواب: 

1n
n-1

2

nπ
ncos

π

2P

1n1

b ,  0a  , 0a

2

0
nn0
























 

 

nnCC2امین موج هارمونیک سری فوریه برابر است با:  nنشان دهید که دامنة  -4  
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 توابع زیر را به فرم نمایی سری فوریه تبدیل کنید. -5

 

(a)  









2t10

1t01
tf  

جواب:  1e
2nπ

i
C inπ-

n  

 

 

(b)   1t0t     tf   

جواب:  
 2
-2inπ

n
nπ2

2inπ1e1-
C


 

 
 

 

(c)     πt0     tsintf   

جواب: 
2

-2inπ

n
4n1

e1
C




 

 

 

 بارگذاری نشان داده شده را می توان توسط سری سینوسی زیر بسط داد.  -6

 

 

                                          
   

 n0

n

1n

nn

1
nπ

2P
b

tωsinbtP






 

 

 
نامیرا  را در برابر این بارگذاری بدست آورده و آن را در یک دورة تناوب یکنواخت یک سیستم یکدرجه آزاد  پاسخ

 جملة اول سری را درنظر بگیرید. 4رسم کنید. 



 

 6فصل 

 

 بارهای ضربه ای 
 

 

 

Impulsive loading 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 مقدمه 6-1



 علیرضا فیوض                                       دینامیک سازه ها                                                                                           

 

2 
 

 

البته موضوع  دینامیکی گفته می شود که مدت زمان تأثیر نیرو بر سازه کوتاه باشد. بارگذاری ضربه ای به نوعی بار

 اینکه زمان تأثیر نیروچقدر کوتاه باشد تا بتوان آن را ضربه ای محسوب نمود، موضوعی است که نیاز به بررسی دارد و

 در این فصل ضابطه ای برای آن بدست می آید.

 

یا شیمیایی باشد.  . انفجار میتواند ناشی از انفجارهای فیزیکیاست( Blastبارگذاری ضربه ای، بار انفجار )انواع یکی از 

یا برخورد کشتی به پایه سکوهای دریایی یا  از مثال های دیگر بارهای ضربه ای می توان از برخورد کامیون به پایه پل

یک نمونه از بارهای ضربه ای در شکل  یا ضربه ناشی از شروع یا توقف ناگهانی جرثقیل یا آسانسور نام برد. اسکله ها و

ست. چنانچه ملاحظه می شود بار در مدت زمان کوتاهی به سرعت افزایش می یابد تا به مقدار ( نشان داده شده ا6-1)

نیروی  مرحلهمثبت نامیده می شود. در این  مرحلهحداکثر خود میرسد. سپس کاهش یافته تا به صفر می رسد. این زمان 

نفی یا مکش میشود و بعد از آن با یکی . پس از آن نیروی وارد بر سازه به صورت موارد بر سازه به صورت فشار است

 دو نوسان به صفر می رسد.

 

اول نیرو وارد می شود که می توان آن  مرحلهمختلف تقسیم بندی نمود. در  مرحلهتوان به دو  زمان تأثیر بار را میمدت 

  .(1-6)شکل  ارتعاش آزاد نامید مرحلهبعد که نیرو وارد نمی شود و می توان آن را  مرحلهنیرویی نامید و در  مرحلهرا  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نمونه ای از بارهای ضربه ای 1-6شکل 
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نمونه ای واقعی از بارهای انفجاری است. برای تحلیل معمولًا از شککل هکای سکاده تکری ککه بوسکیلط روابک          1-6شکل 

قابل بیان باشند و بار انفجاری را نیز به خوبی مدلسازی کنند استفاده می شود. سه نمونه از این نوع بارها در شکل ریاضی 

 نشان داده شده است. 6-2

 

 
 ضربه ای ساده شدهنمونه هایی از بارهای  2-6شکل 

 

 

 در ادامه پاسخ سازه در برابر این بارها بدست می آید.

 

 
 موج سینوسی بار نیم 6-2

 

-6این نوع بار در واقع بار هارمونیک سینوسی است که مدت زمان تأثیر آن فق  تا نصف زمان تناوب آن است)شکل 

 به صورت زیر تعریف می شود.این بار (. 3

(6-1)                                                                                                                        










d

d0

tt0

tttωsinP
P(t)  

 رابطط مدت زمان بارگذاری و زمان تناوب و فرکانس آن به صورت زیر است:

 (6-2                                         )                                                                                               d

T 2π π
t = = =

2 2ω ω
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 بار نیم موج سینوسی 3-6شکل 

 

 سرعت سیستم تغییر قابل ملاحظه ای ندارد و به همین دلیل در ،در بار های ضربه ای به دلیل سرعت زیاد بارگذاری

اول بارگذاری سیستم به صورت  مرحلهدر این فصل در  در نظر گرفت. ، سیستم را میتوان نامیرامدت زمان تأثیر نیرو

  نامیرا در نظر گرفته می شود. در نتیجه معادلط حرکت به صورت زیر است:

(6-3                                                                                                                            )                  mu+ku=P(t) 
dttاول که  مرحلهحل می شود. در  مرحلهاین معادله در دو   سیستم برابر  نیروی وارد بر  است tωsinP0  می باشد

 دوم نیروی وارد بر سیستم صفر است.  مرحلهو در 

 
dttنیرویی) مرحله  اول: مرحله  )

 معادلط حرکت به صورت زیر نوشته می شود: مرحلهدر این  

(6-4                                                                                                                            )         0mu+ku=P sin(ωt)

 
 جواب این معادله عبارت است از: اگر شرای  اولیه سکون  حاکم باشد، دیده شد، 4همانطور که در فصل 

(6-5  )                                                                                                   ωtβsint)ωsin(
β1

1

k

P
tu

2

0

Ι 


                                                                                                   

  اول اشاره دارد. مرحلهبه پاسخ در  Iاندیس  بطهادر این ر

πtωبا توجه به اینکه  d   وβπωtd   ،یعنی  مرحلهپایان این در می باشد dtt   تغییرمکان و سرعت سیستم ،

 برابر است با: 

 (6-6         )                                             0 0
I d I d2 2

P P1 -ω
u (t )= × -βsin(π/β)     ,     u (t )= × 1+cos(π/β)

k 1-β k 1-β 
 

dttارتعاش آزاد ) مرحلهدوم:  مرحله ) 

به سیستم نیرو وارد نمی شود و سیستم تحت اثر تغییرمکان و سرعت اولیه ارتعاش می کند. بنابراین معادله  مرحلهدر این 

 عبارت است از :   مرحلهحرکت در این 

(6-7                                                                                                                            )                    0kuum  
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 که حل آن عبارت است از :

(6-8  )                                                                                                               ωtcosuωtsin
ω

u
tu 0

0

II 
 

 می باشند، یعنی:( 6-6همان رواب  )دوم هستند که  مرحلهتغییر مکان و سرعت در ابتدای    0uو  0u رابطه در این

(6-9                                                                                                             )   dI0dI0 tuu       ,       tuu   

 

 را می توان به صورت زیر نوشت: مبنابراین به طور خلاصه تغییرمکان سیست

(6-11)                                               

    

   




































































d2

0

d2

0

ttωtsin
β

π
cos1ωtcos

β

π
sin

β1

β

k

P

ttωtβsintωsin
β1

1

k

P

tu 

 با استفاده از این رابطه می توان تاریخچه زمانی تغییر مکان سیستم را بدست آورد. 

 در ادامه حداکثر تغییرمکان سیستم بدست می آید.مسئله دیگر بدست آوردن حداکثر تغییر مکان سیستم است. 

اول اتفاق می افتد، بکرای بدسکت آوردن زمکان مربکو  بکه تغییرمککان        مرحلهه تغییر مکان حداکثر در اگر فرض شود ک

حداکثر از تابع  tu I
 نسبت به زمان مشتق گرفته و مساوی صفر قرار داده می شود.  

(6-11                                                                                                                )    0ωtβωcostωcosω mm    

 زمان مربو  به حداکثر پاسخ است. این رابطه به صورت زیر نوشته می شود : mtدر این رابطه 

(6-12   )                                                                                                                               mm ωtcostωcos  

از حل این معادله 
mt :بدست می آید 

(6-13                                                  )                         1,2,3,...n   ,   
ωω

2nπ
   t   ωt2nπtω mmm 


   

 کمترین زمانی که حداکثر پاسخ در آن اتفاق می افتد برابر است با: 

(6-14                                                                                                                        )
β1

1

ω

2π

ωω

2π
t m





 

برای بدست آوردن مقدار تغییر مکان حداکثر، 
mt  در رابطه tu I

 قرار داده می شود.  

(6-15)                                                                                  






























β1

2π
βsin

β1

β 2π
sin

β1

1

k

P
u

2

0
m 

mالبته این رابطه وقتی صحیح است که  dt t  اول اتفاق  مرحلهپاسخ در . به عبارت دیگر شر  اینکه حداکثر باشد

 :اینستکه افتدبی

(6-61                                                                                                                            )            
m d

T
t = t

1+1 β
 
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و چون 
d

T
t

2
  اول به صورت زیر بیان می شود مرحلهشر  وقوع ماکزیمم در  است، پس: 

(6-71                                                                                                                            )    
d

T
β 1        t

2
   

از این رابطه می توان نتیجه گرفت که اگر مدت زمان تأثیر نیرو بیشتر از نصف زمان تناوب سازه باشد، ماکزیمم پاسخ 

ولی اگر مدت زمان تأثیر نیرو کمتر از نصف زمان تناوب سازه باشد، ماکزیمم پاسخ در اول اتفاق می افتد.  مرحلهدر 

بنابراین بار ضربه ای ن گفت که بار به صورت ضربه ای وارد شده است. دوم اتفاق می افتد. در این حالت می توا مرحله

 را به صورت زیر می توان تعریف کرد:

 

اتفاق بیافتد بار،  ارتعاش آزاد مرحلهماکزیمم پاسخ در به حدی کم باشد که اگر مدت زمان تأثیر نیرو  بار ضربه ای:

 ضربه ای محسوب می شود.

 

بنابراین در مورد بار نیم سینوسی اگر مدت زمان تأثیر بار کمتر از نصف زمان تناوب سازه باشد، بار ضربه ای محسوب 

می شود. 
 

در مرحلط دوم یعنی  مکانتغییر تر از نصف زمان تناوب سازه باشد، حداکثرکمدر مورد این بار اگر مدت زمان تأثیر بار 

 در این مرحله از رابطط زیر بدست می آید: مکانحداکثر تغییر مرحلط ارتعاش آزاد اتفاق می افتد.

(6-18   )                                         
  

 




























































2β

π
2cos

β1

β

k

P

β

π
cos1

β

π
sin

β1

β

k

P

ω

tu
tuu

2

0

22

2

0

2

dI2

dIm



                                                                                                         

 

 بطور خلاصه عبارت است از: مکانبنابراین حداکثر تغییر

 (6-19 )                                                                       



























































1β
2β

π
cos

β1

2β

k

P

1β
β1

2π
βsin

β1

β 2π
sin

β1

1

k

P

u

2

0

2

0

m
 

    

 

با توجه به تعریف ضریب بزرگنمایی )
kP

u
D

0

m :داریم ) 

(6-21 )                                                                                   
























































1β
2β

π
cos

β1

2β

1β
β1

2π
βsin

β1

β 2π
sin

β1

1

D

2

2
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برای رفع ابهام از قاعده  این رابطه مبهم است.  البته در  .است ملاحظه می شود که ضریب بزرگنمایی تابعی از 

 هوپیتال استفاده می شود. 

(6-21 )                                                                               
2

π

2β

2β

π
sin

2β

π
2β

2β

π
2cos

D    1β 




















 

به این نمودار طیف پاسخ تابع نصف موج سینوسی گفته می  ترسیم شده است.  بر حسب D( نمودار 4-6در شکل )

که با داشتن آن و بدون انجام تحلیل های دینامیکی  اهمیت ضریب بزرگنمایی دینامیکی و نمودار آن در این استشود. 

 تاریخچط زمانی می توان حداکثر پاسخ سیستم را بدست آورد.

 

 

 
 بر حسب نسبت فرکانس ضریب بزرگنمایی دینامیکی برای بار نیم سینوسی 4-6شکل 

 

Ttبا  نکتط دیگر اینکه  d :رابطه ای به صورت زیر دارد 

(6-22)                                                                                                    
2β

1

T

t
             

2t

T

T

T

ω

ω
β d

d

 

Ttبنابراین رابطط ضریب بزرگنمایی را می توان بر حسب  d  نیز نوشت و همچنین نمودار آن را بر حسبTt d  رسم

به سمت صفر میل کند، ضریب بزرگنمایی و ( ملاحظه می شود که اگر مدت زمان وارد شدن نیرو 4-6در شکل ) نمود.

 حداکثر و نیروی الاستیک نیز به سمت صفر میل می کنند. مکاندر نتیجه تغییر
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 بار مستطیلی 6-3

 

 0Pمقدار بار ثابت و برابر   dtچنانچه ملاحظه می شود در مدت زمان  ( نشان داده شده است.5-6بار مستطیلی در شکل )

است و پس از آن صفر خواهد شد. به این نوع بار، بار پله ای نیز گفته می شود. بنابراین بار را به صورت زیکر مکی تکوان    

 تعریف نمود:

(6-32 )                                                                                                                             0 d

d

P 0 t t
P(t)

0 t t

 
 


 

سیستم دینامیکی نیز به صورت نامیرا و با شرای   نوشته و حل می شود. مرحلهدر دو  نیزمورد  این پس معادلط حرکت در

 اولیه سکون درنظر گرفته می شود.
dtt0  : مرحلة نیرویی مرحلة اول  

 معادلط حرکت برابر است با: مرحلهاین در 

(6-42                                                                                                                            )                    0mu+ku=P 

 صورت زیر است:حل این معادله به 

(6-52                                                                                                               )0
I

P
u (t)=Asin(ωt)+Bcos(ωt)+

K
 

A  وB .اگر شرای  اولیط سکون برقرار باشکد، آنگکاه    ثابت های انتگرال گیری هستند که از شرای  اولیه بدست می آیند

A=0  0وB=-P K  برابر است با: مرحلهمی شود. بنابراین پاسخ سیستم در این 

(6-27                                                                                                                         )      0
I

P
u (t)= 1-cos ωt

k
   

  تغییرمکان و سرعت سیستم در پایان این مرحله برابرند با:

(6-28                                                                   )        d

0

dId

0

dI ωtsin ω
k

P
tu    ,    ωtcos1

k

P
tu                                                                                                                   
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 بار مستطیلی 5-6شکل 

 

 
dtt مرحله دوم: ارتعاش آزاد  

اول صورت می گیرد.  مرحلهارتعاش سیستم به صورت آزاد و تحت اثر تغییر مکان و سرعت در پایان  مرحلهاین در 

 پاسخ سیستم در این حالت برابر است با:

(6-92)                                                                                                  
 

     ωtcostuωtsin
ω

tu
tu dI

dI

II 
                                                                                      

 به صورت زیر در می آید: مرحلهپاسخ در این  ( 28-6با توجه به رابطط )

(6-31)                                                                                      ωtcosωtcos1ωtsinωtsin
k

P
tu dd

0

II                                                              

 از ساده کردن داریم: پس

(6-13  )                                                                                                          ttωcosωtcos
k

P
tu d

0

II                         

 نامیرا در برابر بار مستطیلی را به طور خلاصه می توان به صورت زیر نوشت:بنابراین پاسخ سیستم 

(6-23     )                                                                                   
  

     
 

ttttωcosωtcos
k

P

ttωtcos1
k

P

tu

dd

0

d

0












                                                             

Iuاول اتفاق می افتد. بنابراین از  مرحلهکثر، ابتدا  فرض می کنیم که این پاسخ در امحاسبط پاسخ حدبرای  (t)  مشتق

 گرفته و مساوی صفر قرار می دهیم:

(6-33)                                                                          
ω

π
    t     πωt          πsin0ωtsin mmm                                                 

بنابراین در این حالت نیز  شر  اینکه پاسخ اول اتفاق می افتد.  مرحلهکثر در اباشد، پاسخ حد  d<tmtبدیهی است اگر  

 اول باشد عبارت است از : مرحلهکثر در احد

(6-43                                                                                                                            )      
d d

π T
<t     t >

ω 2
 

 در صورتیکه این شر  برقرار باشد، مقدار پاسخ حداکثر برابر است با:
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(6-53  )                                                                                                           
k

P
2

β 

π
ωcos1

k

P
u 00

m 















                                                                                            

dtبا توجه به تعریف بار ضربه ای، می توان گفت ، در صورتی بار مستطیلی ضربه ای محسوب می شود که  T 2.  در

 :مرحله عبارت است از پاسخ حداکثر در اینارتعاش آزاد اتفاق می افتد.  مرحلهاین صورت پاسخ حداکثر در 

(6-36  )
  

 
        






























T

t
πsin2

k

P

2

ωt
sin2

k

P

ωtcos12
k

P
ωtsinωtcos1

k

P

ω

tu
tuu

d0d0

d

02

d

2

d

0

2

dI2

dIm



 

 بزرگنمایی دینامیکی برای بار مستطیلی به صورت زیر خواهد شد: ضریببنابراین 

(6-37  )                                                                                                                    























2

T
t2

2

T
t

T

t
π2sin

D

d

d

d

                                                                                           

به این نمودار طیف پاسخ نیروی  ( ترسیم شده است.7-6نمودار ضریب بزرگنمایی دینامیکی بار مستطیلی در شکل )

مستطیلی گفته می شود. مجدداً یادآوری می شود که اهمیت این نمودار در این است که با داشتن آن می توان پاسخ 

 حداکثر سیستم را تحت اثر نیروی مستطیلی بدون انجام تحلیل دینامیکی تاریخچط زمانی بدست آورد.

 

 
 ر مستطیلینمودار ضریب بزرگنمایی با 7-6شکل 
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6k=2×10تن و سختی  271یک سیستم یک درجه آزاد به جرم  مثال :  KN/m  تحت اثر نیروی مستطیلی با مقدار

 را در حالت های زیر بدست آورید:الاستیک کیلونیوتن قرار گرفته است. حداکثر تغییر مکان و نیروی  4511

dt)الف( مدت زمان تأثیر نیرو  =0.2  sec .باشد 

dt)ب(  مدت زمان تأثیر نیرو  =0.02  sec .باشد 

 حل:

             زمان تناوب سیستم :  فرکانس و محاسبط
6k 2×10 2π

ω= = =86.066 rad/sec    T= =0.073  sec
m 270 ω

 

 )الف( 

0.52.74
T

t
         0.2t d

d                                                                                                

2Dبنابراین   در این حالت بار به صورت ضربه ای نیست.   و نیروی الاستیک عبارتند از:                                                                                                   تغییرمکانمی شود. حداکثر 

                                                                                                 0
max 6

P 4500
u =D× =2× =0.0045 m =4.5 mm

k 2×10
                                                                                                   

                                                                                                           s,max max 0f =ku =D×P =2×4500=9000 KN 
    )ب(

                                                                                                                    0.5274.0
T

t
         0.02t d

d     

 در این حالت بار به صورت ضربه ای است. بنابراین: 

                                                                                                                                1.5170.274π2sinD  

                                                                                    mm 3.412m 10412.3
102

4500
517.1u 3

6max 


                                                      

                                                                                                                    KN 153554500412.3f maxs,  
 

بنابراین هر چه  نیز کم می شوند. ی الاستیکتغییرمکان و نیرو ،ملاحظه می شود که با کاهش مدت زمان تأثیر نیرو 

مدت زمان تأثیر نیرو کمتر باشد، نیروی الاستیک کمتر و  در نتیجه نیروی اینرسی بیشتر خواهد شد. پس در بارهای 

 ضربه ای بهتر است که جرم سیستم بیشتر باشد.

 
 بر اثر شتاب زمین حداکثرنیروی محاسبة   6-4

و یکا   آن در تغییکر مککان   سیسکتم  سکختی  کردن ود دارد. ضربدو راه وج نامیرا سیستم یک برای محاسبط نیروی وارد بر

چون محاسبط جرم ساده تر از محاسبط سختی اسکت، معمکولاً از روش دوم بکرای    . آن در شتاب سیستم جرم کردن ضرب
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در این بخش رواب  لازم برای محاسکبط نیکروی وارد بکر سیسکتم بکا اسکتفاده از جکرم آن و         محاسبط نیرو استفاده می شود.

 ضریب بزرگنمایی دینامیکی بدست می آید.

 ، معادلط حرکت عبارت است از:زمیندر یک سیستم نامیرا تحت اثر شتاب 

(6-38            )                                                                                        t

I sf t +f t =0       mu t +ku t =0 

که در آن  tu t راین:بانشتاب مطلق سیستم است. ب 

(6-39                    )                                                                                                                 t

max maxmu +ku 0 

tکه در آن 

maxu  حداکثر شتاب مطلق سیستم وmaxu :حداکثر تغییرمکان نسبی سیستم است. بنابراین 

(6-41                                                                                                                            )              t 2

max maxu ω u 

 ، مقدار آن را بر حسب ضریب بزرگنمایی قرار دهیم، آنگاه:maxuاگر به جای 

(6-41 )                                                                                                                                        t 2 0
max

P
u ω D

k
 

قابل ذکر است که اگر سیستم تحت اثر شتاب پایه باشد، آنگاه 
0 g,maxP =mu :و در نتیجه 

(6-42                                                                                                                            )               t

max g,maxu Du 

 بنابراین حداکثر نیروی وارد بر سیستم برابر است با:

(6-43 )                                                                                                                     t

s,max max g,maxf =mu D mu  

 رابطه بجای جرم بر حسب وزن سیستم نوشته شود، در این صورت: البته بهتر است این

(6-44        )                                                                                                                        g,max

s,max

u
f =D W

g
  

از این رابطه می توان حداکثر نیروی وارد بر سیستم را بر اثر شتاب پایه شتاب جاذبه است.  gسیستم و  وزن Wکه در آن 

 این رابطه در آیین نامه های زلزله به صورت زیر نوشته میشود:بدست آورد. 

(6-45                                                                                                )                                                 s,maxf =CW 

 ضریب زلزله نامیده می شود و برابر است با: Cکه در آن 

(6-46                                                                                                                          )                   g,maxu
C=D

g
 

سیستم های خطی بدست آمده است. واضح است که در نظر گکرفتن ایکن واقعیکت    لازم به ذکر است که این رابطه برای 

که رفتار سازه ها در هنگام زلزله از محدودة خطی خارج و وارد محدودة غیرخطی می شوند، نیروی وارد بر سازه را بکه  

 قابل توجهی تعدیل مینماید. میزان

 

و وزن  75/2بکرآورد شکده اسکت. اگکر ضکریب بزرگنمکایی دینکامیکی         0.35gشتاب حداکثر زمین در منطقه ای مثال: 

 کیلونیوتن باشد، نیروی وارد بر آن چقدر است؟ 2511سیستم 
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 حل: 

                                                                                                                                         C=2.75×0.35=0.9625  
                                                                                                              s,maxf =CW=0.9625 2500=2406  KN 

 

 

 
   تابع پاسخ ضربة واحد 6-5

در مکدت   قکرار گرفتکه اسکت.    8-6 یک سیستم یکدرجه آزاد در نظر بگیرید که تحت اثر نیروی ضربه ای مطابق شککل 

 زمان تأثیر نیرو، سیستم به صورت نامیرا درنظر گرفته می شود.

 

 
 بر سیستمنیروی وارد  8-6شکل 

 

 معادلط حرکت سیستم نامیرا به صورت زیر است:

(6-47    )                                                                                                                                 mu t +ku t =P t 

 این معادله را به صورت زیر نیز می توان نوشت:

(6-48                                                                                                      )     
d d dt t t

0 0 0
mu t dt= P t dt- ku t dt   

، نیکروی  کوچکک باشکد   dtشد که اگر مدت زمان تکأثیر نیکرو    دیده  3-6مثال بخش  و نیز در 3-6و  2-6بخش های  در

مقکدار انتگکرال دوم سکمت راسکت      کوچک باشکد،  dtالاستیک کوچک می شود. بنابراین در این رابطه اگر مدت زمان 

 بنابراین :  می توان از آن صرفنظر نمود.نیز کوچک بوده و  رابطط فوق

 (6-49                                                                                                               )    
dt

0
0d dttPutum  

0uاگر حرکت از سکون شروع شده باشد) 0 آنگاه ، ) 
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(6-51                                                                                                                        )   
dt

0
d dttP

m

1
tu 

را می توان رابطط تقریبی تحلیل سیستم های دینامیکی نامید. با استفاده از این رابطه می توان سرعت سیسکتم را   این رابطه

در انتهای مرحلط نیرویی بدست آورد. با داشتن سرعت سیستم می تکوان تکابع تغییرمککان آن را در مرحلکط ارتعکاش آزاد      

 بدست آورد.

ارد بر سیستم باعث تغییر در سرعت آن خواهد شد. همچنین می توان گفت همچنین این رابطه نشان می دهد که ضربط و

 که برای ایجاد سرعت در سیستم کافیست به آن ضربه وارد شود.

ضکربط وارد بکر سیسکتم و سکمت چکت آن تغییکر انکدازة         زمکان اسکت،  -که سطح زیر نمودار نیرو سمت راست رابطط فوق

انکدازة  -که به نام قکانون ضکربه   میل کند، رابطط فوق دقیق خواهد بودبه سمت صفر  dtحرکت آن است. اگر مدت زمان 

 ( معروف است.Impulse-Momentumحرکت )

( به صورت زیر در می 51-6( ، رابطط )9-6)شکل  نیرو به صورت مستطیلی است dtاگر فرض شود که در زمان کوتاه 

 آید:

(6-51                                                                                                                            )      d0d tP
m

1
tu                                                                                                                          

 

 

 

 

 

 

 ضربه ای مستطیلی  نیروی 9-6شکل 

 

در این مرحله حرکت سیستم تحت اثر سرعت اولیه خواهد حرکت سیستم به صورت ارتعاش آزاد است.   dtبعد از زمان 

در این مرحله می توان سیستم را به صورت میرا نیز در نظر گرفت. پاسخ سیستم در مرحلط ارتعاش آزاد به صکورت   بود.

 زیر است.

(6-25)                                                                                                                      
 

 tωsin
ω

tu
etu D

D

dξωt  

 ( در این رابطه پاسخ سیستم بدست می آید.51-6از قرار دادن رابطط )

(6-35                                                                                                            )     tωsin
mω

tP
etu D

D

d0ξωt 
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، پاسخ سیستم یکدرجه آزاد در برابر ضربط واحد است.  (Unit Impulse Response Function)تابع پاسخ ضربط واحد 

1tPگفته می شود، یعنی  (Unit Impulse)متذکر می شود که اگر اندازة یک ضربه، واحد باشد به آن ضربط واحد  d0  .

 نشان داده می شود. h(t)این تابع، با 

 (6-45                                            )                                                                    tωsin
mω

1
eth D

D

ξωt 

 
 مسائل 

 

در نظر بگیرید. فرض کنید این سیستم  k = 200 KN/mو سختی   W = 2700 Nیک سیستم یکدرجه آزاد با وزن  -1

 مطلوب است:قرار گرفته باشد.   secdt 0.15=و مدت زمان   N0P 2250=تحت اثر یک نیروی نصف سینوسی با دامنه

 )الف( زمانی که حداکثر تغییرمکان اتفاق می افتد. 

 )ب( حداکثر تغییرمکان. 

 )ج( حداکثر نیروی الاستیک.

      N 3384)ج(    mm 19.4)ب(  sec 0.13جواب : )الف( 

 

 حل کنید. sec 0=0.1dtرا برای مدت زمان  1مسئلط  -2

 N 3257)ج(    mm 16.29)ب(  sec 0.10جواب : )الف( 
 

با  IPB200ستون ها از پروفیل ثانیه است.  5/1متر دارای زمان تناوب  3یک قاب یک طبقه و یک دهانه به ارتفاع  -3

4cm 5700Iممان اینرسی   3، اساس مقطعcm 570S  و 

204GPaE ضریب الاستیسیته   می باشند. این قاب تحت اثر

KNPیک ضربه مستطیلی با مقدار  200   و مدت زمان

sec2.0dt  قرار می گیرد. حداکثر تغییرمکان، حداکثر برش

 پایه و حداکثر تنش خمشی را در ستون ها بدست آورید.

MPa 50σجواب :   
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تحت اثر نیروی مثلثی مطابق شکل قرار گرفته است.  بار از  K و سختی  mیک سیستم یکدرجه آزاد نامیرا با جرم   -4

 می رسد.   0Pبه  dtصفر شروع شده و به صورت خطی افزایش می یابد تا در زمان 

 )الف( با فرض شرای  اولیه سکون، معادلات تغییرمکان سیستم را بدست آورید.

 ای بودن بار را بدست آورید. )ب( شر  ضربه

 )ج( معادلات حداکثر تغییرمکان سیستم را بدست آورده و آن را رسم نمایید.

( اگر د)
ω

3π
t d    ،ضریب بزرگنمایی دینامیکی باشد

KP

u
D

0

max .را بدست آورید 

1جواب: )ب( 
T

t d       )د(
3

2 

 

تحت اثر نیروی ربع کسینوسی که به صورت زیر بیان می  K و سختی  mیک سیستم یکدرجه آزاد نامیرا با جرم   -5

شود قرار دارد.                                                     
ω2

π
t0     t)ωcos( PP(t) 0  

 آورید.)الف( با فرض شرای  اولیه سکون معادله حرکت سیستم را بدست 

 رسم کنید. نمودار ضریب بزرگنمایی دینامیکی را بر حسب )ب( 

 

نصف تحت اثر نیروی  k = 4000 KN/mو سختی   m = 700 Tonیک سیستم یک درجه آزاد نامیرا با جرم   -6

 . قرار گرفته است  NK 68=0Pدامنه سینوسی با  

 حداکثر تغییرفرم و نیروی ارتجاعی را بدست آورید.( 21-6)الف( با استفاده از طیف ارائه شده در رابطط )

)ب( با استفاده از روش تقریبی نیز حداکثر تغییرفرم و نیروی ارتجاعی را بدست آورده و با نتایج قسمت الف مقایسه 

 کنید.

 T50=0.dt  ،0T=0.1dt  ،T=0.15dt  ،20T=0.dt   ،T52=0.dt   ،30T=0.dtمدت زمان تأثیر نیرو را مقادیر زیر بگیرید: 

روش دقیق: آنگاه  T=0.15dtجواب: اگر 
K

P
0.587u 0

max     :روش تقریبی ،
K

P
0.6u 0

max  
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       و سختی  m = 700 Tonجرم  نشان داده شده را می توان به صورت یک سیستم یک درجه آزاد با  مخزن آب -7

k = 8000 KN/m   .اثر نیروی انفجار مطابق شکل قرار می گیرد.با استفاده از روش این مخزن تحت مدلسازی نمود

تقریبی لنگر واژگونی در تکیه گاه را حساب کنید. انتگرال ضربه را با روش سیمسون به صورت زیر محاسبه کنید.

     43210 P4P2P4PP
3

Δt
dttP

KN-m 3479جواب: 
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