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�Ʃƹř�ƪƈƟ�ƪŗŚƀƯ���
æ�ƵŻřŶƳř�Śŝ�ƶƘƯŚū�ƹŵ��įŚƷ�ƲǀĮƳŚǀƯ� X,XŹŚǀƘƯ�ƝřźŰƳř�ƹ�� S,SİƯ�ƭŚƛŵř�źĮƿŶĪƿ�Śŝ�řŹ��ħ��ƎŝřƹŹ�Żř�ŶƿŶū�ŹŚǀƘƯ�ƝřźŰƳř�ƹ�ƲǀĮƳŚǀƯ�Ŷǀƴĩ�ŢŝŚŧ�ƮǀƳ

İƯ�ŢſŶŝ�źƿŻ�Ŷƿō���
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ç���žƳŚƿŹřƹ�ƹ�ƲǀĮƳŚǀƯç�Ŝǀţźţ�ƶŝ�Ƶŵřŵ�æê�ƹ�êİƯ��ŶƃŚŝ���ŵŶƗ�įŚū�ƶŝ�źĭřçê�ŵŶƗ�ľŚƷŚŞŤƃř�æêŚŝ�Ƶŵźĩ�ƩŚưƗř�šŚŞſŚŰƯ�Źŵ�řŹ��žƳŚƿŹřƹ�ƹ�ƲǀĮƳŚǀƯ�Ʈǀƃ
ŶƿŹƹŚǀŝ�ŢſŶŝ�řŹ�ŶƿŶū���

��

è��šřźǀƜţ�ŜƿźƋ�ŹřŶƤƯ�įƹŹ�źŝ�Ƶŵřŵ�ŽŚǀƤƯ�źǀƜţ�ŶǀƷŵ�ƱŚƄƳ�
X

S
VC İŝ��İƯ�źŧř��Ţſř�ơŵŚƇ�żǀƳ�ŏŶŞƯ�źǀƜţ�ŵŹƺƯ�Źŵ�ŜƬƐƯ�Ʋƿř�Śƿō��ŶƃŚŝ��

��
é�Ţſř�Źřźƣźŝ�źƿŻ�ƶƐŝřŹ�ŻŚƀưƷ�ƹ�İſŶƴƷ��İŝŚƀů�ƲǀĮƳŚǀƯ�įřźŝ�Ŷǀƴĩ�ŢŝŚŧ����

� �XXX GH ��
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ê�Ƶŵřŵ�Żř�řŹ�ƲǀĮƳŚǀƯ�źĭř���Ʈǀƴĩ�ƮǀƀƤţ�ŹŚǀƘƯ�ƝřźŰƳř�źŝ�řŹ�ƶŬǀŤƳ�ƹ�Ʈǀƴĩ�Ʈĩ�įŹŚƯō�ƶƘƯŚų�Ĩƿ�įŚƷ��İƴƘƿ
S

Xx
y( i

i


�ƹ�ƲǀĮƳŚǀƯ�ŶǀƷŵ�ƱŚƄƳ�

İƯ�Ĩƿ�ƹ�źƠƇ�Ŝǀţźţ�ƶŝ�ŶƿŶū�ŹŚǀƘƯ�ƝřźŰƳř�ŶƃŚŝ���
��
ë��Ƶŵřŵ�ŶƿŶū�İĭŶƴĩřźě�ŹŚǀƘƯ�Ĩƿ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ��İƯ�ƶƀƿŚƤƯ�źĮƿŶĪƿ�Śŝ�ƹŵ�ƶŝ�ƹŵ�řŹ�ŚƷ��ƲǀĮƳŚǀƯ�ƹ�Ʈǀƴĩn�ŶƿŶū�Ƶŵřŵ�)XX( ji �Śŝ�řŹ�

ijS�

İƯ�ƂƿŚưƳ�ƮǀƷŵ�� �


 

)XX(
n

S ji
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�ŶǀƷŵ�ƱŚƄƳ SSij ��İƿŚưƴƷřŹ���ŹřŶƤƯ�żŤƳřźě�ƪųřŵXŶǀƴĩ�Ʈĩ�ƹ�ƶƟŚƋř�řŹ�����
��

ì��ƲǀŤƀŴƳ�žƳŚƿŹřƹ�ƹ�İŝŚƀů�ƲǀĮƳŚǀƯ�ŶǀƷŵ�ƱŚƄƳ�n�Ŝǀţźţ�ƶŝ�İƘǀŞƏ�ŵŶƗ�

n�ƹ



nİƯ��ŶƃŚŝ���

��
í�Ƶŵřŵ�įřźŝ�řŹ�źƿŻ�ƩƹŶū��ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�ŚƸƳō�İƳřƹřźƟ�ƹ�ŚƷ���
��
 
��

Ƶŵřŵ�Ʋƿř�žƳŚƿŹřƹ�ƹ�ƲǀĮƳŚǀƯ�ŶǀƷŵ�ƱŚƄƳ�ŚƷŻř�ŢƀţŹŚŞƗ�Ŝǀţźţ�ƶŝ����

� �


 n
S,

n
X ��

��
î��ŢƟŚƀƯ�İĩźŰŤƯ�źĭř�x�ŢƗźſ�Śŝ�řŹ�vƹ��ŢƟŚƀƯ�ƹ�nx�ŢƗźſ�Śŝ�řŹ�nvźŰŤƯ�Ʋƿř�ƎſƺŤƯ�ŢƗźſ�Ŷǀƴĩ�ŢŝŚŧ�Ŷǀƴĩ�İƏ��Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ħ

İƯ�ŢſŶŝ�ĨǀƳƺƯŹŚƷ�Śƿ�ŻŚƀưƷ�ƲǀĮƳŚǀƯ�ƶƐŝřŹ��Ʊō�Źŵ�ƶĩ�ŶƿōivƵŵřŵ�źƿŵŚƤƯ�ƩŵŚƘƯ���ƹ�ŚƷixŢſŚƸƳō�İƳřƹřźƟ�ƩŵŚƘƯ����
��
æå��ŵŶƗ�QP�ƶĩ� P�ħŶƴģ�řŹ�PƵŵřŵ�ƭř�İƯ�ƞƿźƘţ�ŚƷ��İƘưŬţ�İƳřƹřźƟ�ƵŚĭ�źƷ�Ʈǀƴĩ�İŞƀƳ)r( i�ŵŶƗ�Śŝ�įƹŚƀƯ�Śƿ�źŤĭŹżŝ�Ʊō�PŶƃŚŝ����ƶŝ

�ƵŚĭ�źƷ�źĮƿŵ�šŹŚŞƗXP�æåå��Ƶŵřŵ�Żř�ŶƳźǀĭ�Źřźƣ�Ʊō�Żř�ƪŞƣ�ŚƷ���ƩŚŨƯ�ƱřƺƴƗ�ƶŝ/Q�ƭƹŵ�ħŹŚģ�Ʊō�ƶŝ�ƶĩ�İƯ�İƯ�ƶƳŚǀƯ�ƱŚưƷ�Ʈǀƿƺĭ��ƶĩ�řźģ�ŶƃŚŝ
êå��Ƶŵřŵ�ŶƳŹřŵ�Źřźƣ�Ʊō�Żř�ƪŞƣ�ŚƷ��ƫŚů�Źŵ�İƬĩ�Ţ/Q�ƹ�/Q�ƹ�/Q�Śŝ�Ŝǀţźţ�ƶŝ�řŹ� Q,Q,QƿŚưƳ�İƯ�Ƃ��Ʃƹř�įŚƸĩŹŚģ�ŚƸƳō�ƶŝ�ƹ�ƮǀƷŵ

İƯ�ƭƺſ�ƹ�ƭƹŵ�ƹ�Ʈǀƿƺĭ���
��

ƞƫř��Ƶŵřŵ�įřźŝ�źĭř��ƶŤƀƀĭ�įŚƷix�ƮǀƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�Ni xxxx   �ŶǀƷŵ�ƱŚƄƳ�ƵŚĮƳř�  rrP xx)(Q�Ʊō�Źŵ�ƶĩ�
P)n(r,rP)n(  ���
��
ś��Ƶŵřŵ�įřźŝ�ƵŵŹ�ƶŤſƺǀě�įŚƷ�ŵŶƗ�Śŝ�įƹŚƀƯ�Śƿ�źŤĭŹżŝ�Ʊō�İƘưŬţ�İƳřƹřźƟ�ƶĩ�įřP�ƵŵŹ�řŹ�ŶƃŚŝ�QPİƯ��ƮǀƯŚƳ��

�ħŶƴģ�ŶǀƷŵ�ƱŚƄƳPƵŵřŵ�įřźŝ�ƭř�İƯ�ŢſŶŝ�źƿŻ�ƶƐŝřŹ�Żř�ƶŤſƺǀě�įŚƷ�Ŷƿō���

� �
p

p
pP f

)gpn(
LQ


��

�Ʊō�Źŵ�ƶĩ����
PL����ƵŵŹ�ƲǀƿŚě�ƱřźĩQP���
Pg����ƵŵŹ�Żř�ƪŞƣ�ƵŵŹ�İƘưŬţ�İƳřƹřźƟQP��
Pf����ƵŵŹ�İƳřƹřźƟQP��

x

f

    n












n










n











n 










n

n

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
 

����ƵŵŹ�ƩƺƏQP��
ææ�Ťĩ�Ǝſƺţ�ƵŶƃ�ƶŤųƹźƟ�ŜŤĩ�ŵřŶƘţ�źƿŻ�ƩƹŶū��ƩƺƏ�Źŵ�řŹ�İƃƹźƠŝŚèåŚưƳ�ŻƹŹ�ƽ�ƁİƯ���ŶƷŵ��
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Ƶŵřŵ�įřźŝ��ơƺƟ�įŚƷ���
��

ƞƫř��ƿƶƬǀƯ�ŹřŵƺưƳ�ƹ�ŶǀƷŵ�ƪǀĪƄţ�İƳřƹřźƟ�ƩƹŶū�Ĩ�Ƶŵřŵ�įř�Ŷǀƴĩ�ƮſŹ�řŹ�ŚƷ����
��
ś��ƯƵŵřŵ�ƲǀĮƳŚǀ��ŚƷX�ŶƯ���M�ƶƳŚǀƯ�ƹ�mŶƿŹƹō�ŢſŶŝ�řŹ����
��
ũ��ŵƵŵřŵ�ƶƴƯř��ŚƷRǀƯ���žƳŚƿŹřƹ��šŚƟřźŰƳř�ƲǀĮƳŚSŶƿŹƹō�ŢſŶŝ�řŹ�źǀƜţ�ŜƿźƋ�ƹ����
��
ŵ���ŹřŶƤƯ�Ƶŵřŵ�ƲƿźŤĭŹżŝ�ƶŝ�źĭř  xx İƯ�İƣŚŝ�źǀƜţ�ƱƹŶŝ�ƶƳŚǀƯ�Śƿ�ŶƯ�źƿŵŚƤƯ�Żř�ĨǀƯřŶĩ�Ʈǀƴĩ�ƶƟŚƋř�Ŷůřƹ��ŶƴƳŚƯ���
��
Ƶ���ŢſŶŝ�řŹ�ƭƺſ�ƹ�Ʃƹř�ħŹŚģōŞſŚŰƯ�řŹ�ŚƸĩŹŚģ�ƶƴƯřŵ�ƹ�ŶƿŹƹ�Ŷǀƴĩ�ƶ���ŚƸĩŹŚģ�ƶƴƯřŵ�� QQ ���
��
ƹ���Ŷǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�ƭŹŚƸģ�ĨƷŵ�ŹřŶƤƯ����ƱŚưƷ�ƭŹŚƸģ�ĨƷŵ/QİƯ��ŶƃŚŝ����
��
æç��ƩƺƏ�Źŵ�šŹřźů�ƶūŹŵ�ƱřżǀƯ�źƸƃ�Ĩƿ�Źŵ�èåŢſř�źƿŻ�Źřźƣ�ƶŝ�ŻƹŹ����
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ƞƫř��Ƶŵřŵ�įřźŝ��ƩƹŶū�Ĩƿ�ơƺƟ�įŚƷĪƄţ�İƳřƹřźƟǀ�Ŷǀƴĩ�ƮſŹ�řŹ�İƳřƹřźƟ�źŝ�Ŷƴģ�ƹ�ƭřźĭƺǀŤƀƷ�ƹ�ŶǀƷŵ�ƪ��
��
ś��Ŷǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�ŶƯ�ƹ�ƶƳŚǀƯ��ƲǀĮƳŚǀƯ�źƿŵŚƤƯ���
��
ũ��Ŷǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�źǀƜţ�ŜƿźƋ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ�źƿŵŚƤƯ���
��
ŵ��Ƶŵřŵ�ŶƇŹŵ�Ŷƴģ��ƶƬƇŚƟ�Źŵ�ŚƷ)SX,SX( Ƶŵřŵ�ŶƇŹŵ�Ŷƴģ�ƹ���ƶƬƇŚƟ�Źŵ�ŚƷ)SX,SX(  �ŶƳŹřŵ�Źřźƣ���
��
Ƶ��Ƶŵřŵ�ŶƇŹŵ�Ŷƴģ��ŶƳŹřŵ�Źřźƣ�ƭƺſ�ƹ�Ʃƹř�ħŹŚģ�Ʋǀŝ�ŚƷ��
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�ƭƹŵ�ƪƈƟ 
ƩŚưŤůř�ƹ�İŞǀĩźţ�żǀƫŚƳō 

��
İƯ�Śƴƃō�ƁŹŚưƃ�ŶƗřƺƣ�ƹ�ŚƸƃƹŹ�Śŝ�řŶŤŝř�ƪƈƟ�Ʋƿř�Źŵ�Ŷƿƺƃ��İƯ�Ĩưĩ�Śưƃ�ƶŝ�ƲǀƳřƺƣ�Ʋƿř��İưŤưţ�Ʋǀŝ�Żř�ƅŚų�ŢƫŚů�Ĩƿ�ƕƺƣ�šŚƘƟŵ�ŵřŶƘţ�ƶĩ�Ŷƴƴĩ

ŶƿŹƹŚǀŝ�Ţſŵ�ƶŝ�řŹ�šǇŚů��ŹŚĪŝ�ƹ�ƵŶƯō�šŶŝ�ŪƿŚŤƳ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƶƯřŵř�Źŵ�İƯ��šǇŚưŤůř�ƲǀƳřƺƣ�įźǀĭ�ŶƿŹƹō�ŢſŶŝ�řŹ�ƅŚų�ŢƫŚů�Ĩƿ�Ɩƣƹ�ƩŚưŤůř�ŶǀƳřƺţ���
��
ç�æİŞǀĩźţ�żƿŚƳō���

ŶƷŶŝ�űŹ�Ţſř�ƲĪưƯ�ŢƫŚů�ƹŵ�ƶĪſ�Ʋƿř�śŚţźě�Śŝ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�řŹ�ƶĪſ�Ĩƿ���śŚţźě�Śŝ�ƮǀƳřŶŝ�ƮǀƷřƺŴŝ�źĭř�ƩŚů�Ǝų�Śƿ�źǀƃè�űŹ�ŢƫŚů�Ŷƴģ�ƶĪſ�ŵŶƗ�
İƯ�İƯ�ŶƷŵ�Ʈǀƴĩ�ƵŵŚƠŤſř�ƁŹŚưƃ�ƲǀƳřƺƣ�Żř�İŤƀƿŚŝ���

ƯŚưţ�İƬĩ�ŹƺƏ�ƶŝİƯ�Ɩưū�ƹ�śźƋ�ƪƇř�ƹŵ�źŝ�İƴŤŞƯ�ƁŹŚưƃ�ƲǀƳřƺƣ�İ�ŶƴƃŚŝ��İƯ�ƪƇř�ƹŵ�Ʋƿř�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƶĩ��İĭŵŚſ�ƶŝ�řŹ�ƁŹŚưƃ�ƪƿŚƀƯ�İƯŚưţ�Ʊřƺţ
ŵƺưƳ�ƪů���
Ɩưū�ƪƇř���ƶŝ�ƱřƺŤŝ�řŹ�įŹŚĩ�źĭřn�ƶŝ�řŹ�įźĮƿŵ�ŹŚĩ�ƹ�ƢƿźƏ�nŹ�ŹŚĩ�ƹŵ�Ʋƿř�ƹ�ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƢƿźƏ��řŹ�ƭƹŵ�ŹŚĩ�Śƿ�Ʃƹř�ŹŚĩ�ƵŚĮƳō��ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƱŚƯżưƷ�ƱřƺŤƳ�ř

İƯ��ƶŝ�Ʊřƺţ nn ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƢƿźƏ�����
�ƩŚŨƯæ���źƸƃ�Żř�Ʈǀƴĩ�ƉźƟA�źƸƃ�ƶŝ�ƢƿźƏ�ƶſ�ƶŝ�ƱřƺŤŝ�B�źƸƃ�ƶŝ�ƢƿźƏ�ŹŚƸģ�ƶŝ�ƹ�CŵƺưƳ�źƠſ���İƯ�ƢƿźƏ�Ŷƴģ�ƶŝ��źƸƃ�Żř�ƱřƺţA�źƸƃ�ƶŝ�B�Śƿ�
�źƸƃC�ŵƺưƳ�źƠſ���

��
��
��
��

ƪů���źƸƃ�Żř�źƠſ�řŹ�Ʃƹř�ŹŚĩA�ƶŝ�B�ƶŝ�ƶĩ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�n�źƸƃ�Żř�źƠſ�řŹ�ƭƹŵ�ŹŚĩ�ŹƺƐƴǀưƷ�Ţſř�ƭŚŬƳř�ƪŝŚƣ�ƢƿźƏ�A�ƶŝ�C�ƶĩ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŷ�
�ƶŝ n�ƶŝ�žě�ŶƴŤƀǀƳ�ƭŚŬƳř�ƪŝŚƣ�ƱŚƯżưƷ�żǀƳ�ŹŚĩ�ƹŵ�źƷ�ŭƺƋƹ�ƶŝ�Ţſř�ƭŚŬƳř�ƪŝŚƣ�ƢƿźƏ�  nnnİƯ�ƢƿźƏ��š��źƸƃ�Żř�ƱřƹA�ƶŝ�B�Śƿ�
CŵƺưƳ�źƠſ����

ƶūƺţ��İƯ�řŹ�Ɩưū�ƪƇř��ƶŝ�Ʊřƺţnŵřŵ�ƮǀưƘţ�żǀƳ�ŹŚĩ���ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƱŚƯżưƷ�ƱřƺŤƳ�řŹ�įŹŚĩ�ŢƠū�ƹŵ�ĢǀƷ�ƶĩ�İƏźƃ�ƶŝ���
śźƋ�ƪƇř���ƶŝ�ƱřƺŤŝ�řŹ�įŹŚĩ�źĭřn�ƶŝ�řŹ�įźĮƿŵ�ŹŚĩ�ƹ�ƢƿźƏ�n�ƭŚŬƳř�įźĮƿŵ�Żř�žě�İĪƿ�ƹ�ƱŚƯżưƷ�šŹƺƈŝ�ƱřƺŤŝ�řŹ�ŹŚĩ�ƹŵ�Ʋƿřƹ�ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƢƿźƏ�

İƯ�řŹ�ŹŚĩ�ƹŵ�źƷ�ƵŚĮƳō��ŵřŵ���ƶŝ�Ʊřƺţ nn ŵřŵ�ƭŚŬƳř�ƢƿźƏ����
��

�ƩŚŨƯæ��źƸƃ�Żř�Ŷǀƴĩ�ƉźƟ�A�źƸƃ�ƶŝ�ƱřƺŤŝ�ƢƿźƏ�ƶſ�ƶŝ�BŵƺưƳ�źƠſ����źƸƃ�Żř�ƹB�źƸƃ�ƶŝ�ƢƿźƏ�ƹŵ�ƶŝ�żǀƳ�C�ŵƺưƳ�źƠſ��İƯ�ƢƿźƏ�Ŷƴģ�ƶŝ��Żř�Ʊřƺţ
�źƸƃC�ŵƺưƳ�źƠſ���
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�ƩŚŨƯè��śŚţźě�è�ŵŹřŵ�İě�Źŵ�řŹ�ƲĪưƯ�ŢƫŚů�Ŷƴģ�ƱŚƯżưƷ�šŹƺƈŝ�ƶĪſ���
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dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
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  به نام خدا
  فصل سوم 

  متغير های تصادفی و توابع توزيع 
Jalase 1 – sco 1  

  تعريف متغير تصادفی
 

مثلا شير يا . نتايج حاصل از يک آزمايش تصادفی را به صورت های مختلفی می توان بيان نمود 
فی ظاهر به صورت تصاد از آنجا که اين اعداد در آزمايش.  نيز نمايش داد 1- و 1خط را با نمواد 

با استفاده از متغير تصافی .  نمايش داد xمی شوند ، می توان آنها را با يک متغير تصادفی مثل 
  . تفسير نتايج حاصل از آزمايش های تصادفی ساده تر می شود 

  : تعريف 
يک متغير تصادفی ، تابعی است از فضای نمونه به زير مجموعه ای ناتهی از اعداد حقيقی که آن 

  .  نمايش می دهيم X,Y,…وف بزرگ مانند را با حر
برای نمايش برد يک متغير تصادفی يا مجموعه مقاديری که متغير اختيار می کند ، از حروف 

  .  استفاده می کنيم x,y,…کوچک مثل 
  

   : 1مثال 
 تومان به او می دهيم و اگر 100در يک بازی شخصی تاسی را می ريزد ، اگر عدد زوج بياورد 

 در آمد شخص در نظر گرفته xاگرمتغير تصادفی .  تومان از او می گيريم 100ياورد عدد فرد ب
  . شود ، مقادير آن را بدست آوريد 

  : حل 
  . ابتدا فضای نمونه را بدست می آوريم 

  
 به يک زير مجموعه از x تحت تابع Sهمان طور ی می بينيد با توجه به نمودار زير فضای نمونه 

Rبرده شده است -100و + 100  متشکل از دو عضو  .  

  
  .  را برای پرداخت پول در نظر می گيريم -100را برای دريافت و + 100عدد 
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 برابر 6 تا 1از آنجا کع احتمال هر يک از اعداد 
1
  : می باشد داريم 6

  
  حاسبه کنيم حال می توانيم ميانگين درآمد شخص را پس از تکرار بازی به دفعات م

   
0Xبا توجه به   . می توان نتيجه گرفت که شخص با تکرار بازی پولی به دست نمی آورد =

 
  

Jalase 1 – sco 2  
   انواع متغير های تصادفی

  
  :  دسته می باشند 2متغير های تصادفی عموما بر 

ه اختيار می کند ، به صورت از هم متغير هايی که برد آن يا مجموعه مقاديری ک: گسسته  .1
 . جدا و يا شمارش پذير از اعداد حقيقی باشند 

مقاديری اختيار می کند ، که در مجموعه ای پيوسته يا شمارش ناپذير از اعداد حقيقی  .2
 . قرار دارند 

  :توجه 
همان طور که در فصل قبل اشاره کرديم احتمال وقوع هر عضو منفرد از مجموعه ای پيوسته 

يعنی . اين مطلب برای متغير های تصادفی پيوسته نيز برقرار می باشد . رابر صفر می باشد ب
 بت هر عنصر منفرد از فضای برد آن xاحتمال برابر بودن مقدار يک متغير تصادفی پيوسته 

  . برابر صفر می باشد 
  

   : 2مثال 
 5 و4و3و 2و 1ره های  مهره موجود می باشد که هر مهره دارای يکی از شما22در يک جعبه 

در ضمن به تعداد عدد نوشته شده بر روی هر مهره از همان مهره درون جعبه .  می باشد 6و
 شماره مهره خارج xاگر متغير تصادفی . يک مهره از جعبه خارج می کنيم . موجود می باشد 

  .  به خود می گيرد xشده باشد ، مطلوبست مقادير احتکالی که متغير 
  : حل 
 و به همين 2مهره با شماره 2وجه به صورت مثال يک مهره با شماره يک خواهيم داشت ، با ت

  :  اختيار می کند xفضای نمونه مقاديری که .  داريم 6 مهره با شماره 6ترتيب 
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  :  در نتيجه تابع احتمال به صورت زير بدست می آيد 

  

مثلا
6
21 P(x=6)= است  .  

) احتمال آن را به فرم xانيم به ازای هر مقدار می تو )XP x نشان داد که به آن تابع احتمال متغير
  .  گوييم xتصادفی 

) که با  x ، تابعی است که از يک متغير حقيقی xتابع احتمال متغير تصادفی : تعريف  )XP x 
  : نمايش داده می شود

   
  .  بايد در شرايط زير صدق کند xتابع احتمال برای متغير تصادفی گسسته هر 

  

  
  

Jalase 1 – sco 3   
 

  توابع توزيع و چگالی برای متغير تصادفی پيوسته 
  

)اگر  )XP x تابع احتمال متغير تصادفی گسسته x باشد ، تابع توزيع ( )XF x زير به صورت
  : تعريف می شود 

  
  

   :4مثال 
  . تابع توزيع را برای متغير تصادفی که در مثال قبل حل شد را بدست آوريد 

  : حل 
  :  داريم xبا توجه به جدول احتمالات متغير تصادفی 
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0xبه ازای هر  p داريم . مقدار تابع توزيع برابر صفر می باشد :  

  
  

 مشابه تعريف فراوانی تجمعی x که مشاهده می شود تعريف تابع توزيع متغير تصادفی همان طور
 ، 2 تا نزديک 1 از 0 برابر 1مقدار فراوانی تجمعی قبل از .  است 1نسبی تعريف شده در فصل 

1
  . الی آخر است 21

  
Jalase 2 – sco 1 

 خواص توابع توزيع 
  

اين . که با توجه به تعريف آنها بدست می آيد . ای خواص مشترکی می باشند توابع توزيع دار
  : خصوصيات در مسائل قبل نيز مشاهده می شوند که عبارتند از 

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


  
  

Jalase 2 – sco 2  
  . همواره از روی يک تابع توزيع متغير تصادفی می توان مقادير احتمال را محاسبه نمود 

)ر مثال قبل مقدار به عنوان مثال اگر بخواهيم د 4)P x  را محاسبه کنيم ، با توجه به گسسته =
  :  داريم xبودن متغير تصادفی 
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)در اين صورت  4)P x )برای محاسبه.  را خواهيم داشت = )P a x b≤p به صورت زير
  . عمل می کنيم 

  

  
) را از تابع xنوشتن می توان انديس در برای سادگی : توجه  )XF x حذف نمود و نوشت
( )F x .  البته اگر به شرطی که بدانيم با متغير تصادفیx بنابراين .  کار می کنيم :  

  
  : و داريم 

  

  
0که 

lim (4 )
h

F h
→

4) می باشد و با 4در نقطه XF برابر حد چپ تابع − )F −
  . نمايش می دهيم 

  : XFحال با توجه به ضابطه تابع 

  
  : و داريم 

  
)درستی حاصل عبارت بالا از روی تابع احتمال  )XP x نيز آشکار است . 

 
  

Jalase 2 – sco 3 
  :در حالت کلی می توان رابطه زير را نوشت 

  
)مقدار  )P x b= برابر با ميزان جهش نمودار تابعXF در نقطهb همچنين تمامی .  می باشد

  . حالات ديگر را با توجه به فرمول بالا و تعريف تابع توزيع می توان بدست آورد
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Jalase 2 – sco 4 

   : 5مثال 
تابع احتمال آن را بدست بياوريد .  به صورت زير است Tتابع توزيع برای متغير تصادفی گسسته 

  . و نمودار آن را رسم کنيد

  
  :حل

  . ابتدا نمودار تابع توزيع را رسم می کنيم 
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)مقاديری که تابع احتمال  )P T t=انفصال تابع می پذيرد ، در نقاط ( )F t زيرا . رخ می دهد
  :  داريم T=1در نقاط ديگر مثل 

  
  : به دست می آوريم F(t) را در نقطه انفصال تابع توزيع  P(t)مقدار 

  
  

  . شبيه به نمودار ميله ای است P(t)نمودار احتمال 

  
  

 
Jalase 3 – sco 1  

 توابع چگالی
   

) تابع چگالی  که به فرم Xفی گسسته برای متغير تصاد )Xf x نمايش داده می شود به صورت زير 
  : تعريف می شود 

  
 می باشد که در رابطه  Xبه عبارت ديگر تابع چگالی همان تابع احتمال متغير تصادفی گسسته

  :زير صدق کند 
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در برخی از کتاب ها به جای تابع احتمال برای متغير های تصادفی گسسته مفهوم تابع چگالی را  
 . که دقيقا همان تعريف را دارد به کار می برند 

  
  

Jalase 3 sco 2  
  توابع توزيع و چگالی برای متغير تصادفی پيوسته 

  
  : قبل از هر چيز به مثال زير توجه کنيد 

  : مثال 
 15 الی 0ت زمان توقف اتوبوس در ايستگاه و قبل از حرکت به صورت تصادفی فرض کنيد مد

 دقيقه 5 را مدت زمان تأخير حرکت اتوبوس پس از Xدر اين صورت متغير تصادفی . دقيقه باشد 
  .  دقيقه تأخير داشته باشد 6 الی 5مطلوب است احتمال لين که اتوبوس به مدت . تعريف می کنيم 

  : حل 
  :ل با يک فضای نمونه پيوسته مواجه ايم که می توان آن را به صورت زير نمايش داد در اين مثا

  
5tx عبارت است از Xنمايش تابعی متغير تصادفی  t= ) و − )t S∈ که ميزان تأخير

  . حرکت اتوبوس را نشان می دهد 
 دقيقه تأخير داشته باشد را محاسبه 6 الی 5اتوبوس به مدت به اين ترتيب می توان احتمال اين که 

  . نمود 
5احتمال اين که  6tx≤ ] باشد برابر است با طول بازه ی  ≥  تقسيم بر طول بازه 5,6[

[ ]5,15 .   

  
يک فاصله پيشامد مورد نظر به طول فاصله فضای لازم به تذکر است که در اين جا تابع احتمال 

  . نمونه ، تعريف شده است 

 
حال با توجه به اين مثال به تعريف تابع چگالی ، تابع توزيع احتمال برای متغير تصادفی پيوسته 

  . می پردازيم 
متغير تصادفی پيوسته باشد در اين حالت نيز تعاريف تابع توزيع و چگالی در  = xفرض کنيد 

با اين تفاوت که در اين حالت برای بدست آوردن تابع توزيع با .  صدق می کند xمورد متغير 
. توجه به پيوسته بودن از انتگرال گيری به جای جمع بستن روی تابع چگالی استفاده می کنيم 

  : داريم 
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)که  )Xf x تابع چگالی متغير تصادفی پيوسته x است .  
 رابطه می توان تابع چگالی را بر حسب تابع توزيع بدست آورد ، به کمک مشتق گيری از اين
  يعنی 

  
با توجه به تعاريف می . به عبارتی با مشتق گرفتن از تابع توزيع مقدار چگالی به دست می آيد 

  .  بدست آوردxتوان خواص زير را توابع توزيع و چگالی متغير تصادفی پيوسته 
 

 
Jalase 3 – sco 3  

 
x برای هر -1 R∈ داريم ،( ) 0Xf x ≥ .  

)توجه کنيد که در حالت پيوسته  )Xf x الزاما کوچکتر يا مساوی يک نمی باشد زيرا همان طور 
صفر می باشد و که قبلا اشاره کرديم مقدار تابع احتمال برای متغير تصادفی در يک نقطه 

  . احتمالات می بايستی در اين حالت در يک بازه محاسبه شوند 
2-   
  

 
  :در يک بازه به اين ترتيب عمل می کنيم  x برای محاسبه احتمال قرار گرفتن متغير تصادفی

 
بنابراين می .  برابرعدد ديگری باشد صفر می باشد xاز طرفی در حالت پيوسته احتمال اين که 

 : تتوان نوش
 
 

 
برابر است با سطح b  تاa در بازه xاز لحاظ هندسی احتمال قرار گرفتن متغير تصادفی پيوسته 

  : مطابق شکل زير  . b تا aزير منحنی تابع چگالی از 
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Jalase 4 – sco 1  
  : مثال 

  :  به صورت زير می باشد xتابع چگالی احتمال متغير تصادفی پيوسته 

  
  

  .  را بدست آوريد c مقدار متغير) الف 
  .  را بدست آوريد xتابع توزيع متغير تصادفی ) ب 

احتمال ) ج 
1 3( )
2 2

P x≤ )را يکبار با استفاده از تابع چگالی ≥ )Xf x و يکبار با استفاده از تابع 

)توزيع  )XF x در نقطهx محاسبه کنيد  .  
   :حل 
يعنی تابع چگالی می بايستی Xf می دانيم مساحت زير منحنی cبرای بدست آوردن متغير ) الف 

  : بنابراين . برابر واحد باشد 
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Jalase 4 – sco 2  

  : می دانيم . را محاسبه می کنيم Xfمقدار تابع توزيع ) ب 

  
0xستی اين مقدار را در چهار حالت برای حل می باي p 0 و 1x≤ p 1 و 2x≤ p 

2و x≤ .  
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)بنابراين ضابطه تابع توزيع  )XF x برابر است با :  

  
  :  و توزيع توجه کنيد حال به نمودار دو تابع چگالی

 2 تا 0 ها حدفاصل xنمودار تابع چگالی به صورت يک مثلث که قاعده پايينی آن بر روی محور 
  . است ، می باشد 

  
  

  
Jalase 4 – sco 3 

ابتدا مقدار ) ج 
1 3( )
2 2

P x≤ )را با استفاده از تابع چگالی≥ )Xf xم  بدست می آوري.  

  

 تا 1و اين به خاطر اين است که ضابطه تعريف تابع چگالی از 
3
با 2

1
  .  متفاوت است 1تا 2

  

مجدادا مقدار 
1 3( )
2 2

P x≤ )را با استفاده از تابع توزيع ≥ )XF xه است  که در بند ب محاسبه شد

  .بدست می آوريم
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  : ملاحظه ی کنيد که مقدار احتمال از هر دو راه حل برابر است

  
  

Jalase4 - sco 4 
  : مثال 

) دارای تابع توزيع xمتغير تصادفی پيوسته  )XF x با ضابطه زير می باشد:  

  
   را بدست آوريد ؟ cمقدار متغير ) الف 
) چه مفاديری می تواند بگيرد ، به شرطی که aير تعيين کنيد متغ) ب  )XF x همچنان تابع توزيع

  . باقی بماند 
  .  را بدست بياوريد xتابع چگالی احتمال متغير تصادفی ) ج 
)مقادير احتمال ) د  1)P x 0)و ≥ 2)P x≤ )و ≥ ln10)P x   .را بدست آوريد ≤

 مقدار yبه ازای چع مقداری از متغير ) ه 
1( )
2

P x y≤    می باشد ؟ =

  : حل 
)می دانيم شرط اين که تابعی مثل  )XF x تابع توزيع باشد برابر است با :  

  
  . پس از آن باقی شروط را بررسی می کنيم 
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Jalase 4 – sco 5   

0xهمچنين به ازای هر   تابع ≤
axe−

1بنابراين تابع. پيوسته می باشد  axe−− نيز حداقل از 
  :  داريم  x=0سمت راست پيوستگی دارد و در نقطه 

  
 شرط می توانيم بگوييم 4قراری هر با توجه به بر.  پيوسته می باشد 0بنابراين تابع در نقطه 

( )XF x با ضابطه زير يک تابع توزيع احتمال می باشد .  

  
)از آنجايی که تابع ) ب  )XF x مستقل از مقدار a در شرايط تابع توزيع صدق می کند ، بنابراين 

0aبه ازای همه مقادير  f تابع( )XF x نيز تابع توزيع می باشد .  

)برای بدست آوردن تابع چگالی ) ج )Xf x کافی است از تابع توزيع مشتق بگيريم به اين ترتيب
  : که 

  
  

ندارد زيرا اما تابع در اين نقطه مشتق .  پيوسته می باشد x=0توجه کنيد که تابع توزيع در نقطه 
  .  با هم برابر نمی باشند x=0مشتق چپ و راست در 
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  : بنابراين تابع چگالی احتمال برابر است با 

 
 
 
 
 
  
Jalase 4 – sco 6  

  ) د 

  
  : به فرم زير عمل می کنيم ) ه 

  
  

  
  

  
 

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƄƳřŵƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮ��
 

ƭŹŚƸģ�ƪƈƟ 
İƋŚƿŹ�ŶǀƯř 

æ�éİƯ�Ʃƹř�ƪƈƟ�ŜƫŚƐƯ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ���źƿŵŚƤƯ�źĭř�ƶĩ�ƮǀƳřŵnxx �Śŝ�řŹ�ŚƸƳō�ƲǀĮƳŚǀƯ�ƮǀƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�įŹŚƯō�ƶƘƯŚū�Ĩƿ�Żř�řŹ�





n

i

n

ii

f

xf

x



�ƂƿŚưƳ���

İƯ��źƿŵŚƤƯ�Ŷǀƴĩ�ƉźƟ�ƩŚů�ƮǀƷŵnxx ţ�źǀƜŤƯ�ƶĩ�ŶƴƃŚŝ�įźƿŵŚƤƯ��ƶŤƀƀĭ�İƟŵŚƈX�ƩŚưŤůř�ŹřŶƤƯ�Śŝ�)ix(fİƯ�ŵƺŴŝ��ŵźǀĭ���šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯřX�źƿŵŚƤƯ�ƲǀĮƳŚǀƯ�ƱŚưƷ�řŹ�nxx �İƳřƹřźƟ�Śŝ�)ix(fİƯ�źƔƳ�Źŵ���Śŝ�ƹ�Ʈƿźǀĭ XE�Śƿ�

x
�ƂƿŚưƳ�źƿŻ�šŹƺƇ�ƶŝ�

İƯ�ƮǀƷŵ���
� �  i

x
x)xi(fXE 

ŵźŝ
��

�ŢƫŚů�Ʋƿř�Źŵ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ
ŵźŝx

ifƿŻ�ź�ř)ix(f�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƩŚưŤůř�ƖŝŚţ�ŵƺų�XİƯ��ŶƃŚŝ��İƯ�ơƺƟ�ŜƫŚƐƯ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ��ƶŬǀŤƳ�Ʊřƺţ�ƶĩ�ŢƟźĭ

řŶƤƯ�Śƿ�ƲǀĮƳŚǀƯ�ƱŚưƷ�Ɩƣřƹ�Źŵ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŹŚƔŤƳř�ŵŹƺƯ�ŹX�źƿŵŚƤƯ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�řŹ�ƂƿŚƯŻō�Ĩƿ�ƱŚƀĪƿ�Ǝƿřźƃ�ŢŰţ�źĭř�İƴƘƿ�Ţſř�
�ƩŚưŤůř�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯX�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Żř�įŹřŶƤƯ�ƶģ�ƮƿŹřŵ�ŹŚƔŤƳř�Ʈǀƴĩ�ŹřźĪţ�XƮǀƴĩ�ƵŶƷŚƄƯ�řŹ���Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�źƿŻ�ƩŚŨƯ�ƶŝ�ŜƬƐƯ�ƱŶƃ�ƲƃƹŹ�įřźŝ���

��
ç�é�ƩŚŨƯ�í�ƺţř�ƕřƺƳř�ƶưǀŝ�Ţĩźƃ�Ĩƿ�ƪǀŞƯ�İƯ�ƶƳŶŝ�ƶưǀŝ�řŹ�ŚƷ�Ŷƴĩ���ƩŚſ�Ĩƿ�ƩƺƏ�Źŵ�Ŷǀƴĩ�ƉźƟçå��ŶƴƴĪƳ�ƝŵŚƈţ�ƵŚĮĤǀƷ�ŵřźƟř�ŶƇŹŵ�èå�ŶƇŹŵ�

�ƶƴƿżƷ�ƕƺưŬƯ�Śŝ�İţŚƟŵŚƈţ�ŵřźƟřæåå��ƶưǀŝ�įřźŝ�ƱŚƯƺţ�ŹřżƷ�éå�ƶƴƿżƷ�ƕƺưŬƯ�Śŝ�İţŚƟŵŚƈţ�ŵřźƟř�ŶƇŹŵ�æ�ƹ�ƶưǀŝ�įřźŝ�ƱŚƯƺţ�ƱƺǀƬǀƯ�æå�ŵřźƟř�ŶƇŹŵ�
�ƶƴƿżƷ�ƕƺưŬƯ�Śŝ�İţŚƟŵŚƈţæå�ŶƴƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�ƶưǀŝ�įřźŝ�ƱŚƯƺţ�ƱƺǀƬǀƯ���ƶģ�ƩŚſ�Ĩƿ�ƩƺƏ�Źŵ�ƎſƺŤƯ�ŹƺƐŝ�ƶưǀŝ�Ţĩźƃ�ƮƿŹřŵ�ŹŚƔŤƳř�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ

ƶƴƿżƷ�ƪǀŞƯƺţř�ƶƳŶŝ�ƶưǀŝ�įřźŝ�řŹ�įř��Ŷƴĩ�Ţųřŵźě�ŚƷ��
��

ƪů���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�řŶŤŝřXƪǀŞƯƺţř�ƝŵŚƈţ�ƩŚưŤůř�řŹ��ŵ�ƶưǀŝ�Ţĩźƃ�Ǝſƺţ�ƵŶƃ�ƪŞƤţ�ƶƴƿżƷ�Śŝ�źŝřźŝ�řźƳō�źƿŵŚƤƯ�ƹ�ŚƷİƯ�źƔƳ�Ź�ƮƿŹřŵ�Ʋƿř�źŝŚƴŝ�Ʈƿźǀĭ���

� �


































//xx/

//xx/

/xx/

xx/

)x(f



��

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ƩŚůXİƯ�ƶŞſŚŰƯ��ƶưǀŝ�Ţĩźƃ�Ǝſƺţ�ƵŶƃ�Ţųřŵźě�ƶƴƿżƷ�ƎſƺŤƯ�ŹřŶƤƯ�Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�ƶĩ�řŹ��Ʈǀƴĩ���

� �
 







//////

/)//(/)//(/)/(/x)ix(fXE i



  

��

İƯ�ƶưǀŝ�Ţĩźƃ�Ŝǀţźţ�Ʋƿř�ƶŝ��ƚƬŞƯ�ƶƳǇŚſ�İŤƀƿŚŝååå�é�è�å�æŹ�ƱŚƯƺţ�ƪǀŞƯƺţř�ƶƳŶŝ�ƶưǀŝ�įřŻř�ƶŝ�ř�Ŷƴĩ�Ţųřŵźě�ŚƷ���
��
è�é�ƩŚŨƯ�î��ŵřŶƘţ�ƶưǀŝ�Ţĩźƃ�ƪŞƣ�ƩŚŨƯ�Źŵ�Ŷǀƴĩ�ƉźƟ�æåå�Ţĩźƃ�įŵŚƸƴƄǀě�Ţưǀƣ�ƪƣřŶů�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�ŶƃŚŝ�Ƶŵźĩ�ƶƳŶŝ�ƶưǀŝ�řŹ�ƪǀŞƯƺţř�

�ŹŶƤģ�ƪǀŞƯƺţř�źƷ�įřźŝŚŝ�Ŷƴĩ�ŹźƋ�Ţĩźƃ�Śţ�Ŷƃ��
��

ƪů��ŤƯ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ŹřŶƤƯ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�İƟŵŚƈţ�źǀƜXİƯ�ŶƯō�ŢſŹŵ�ƪŞƣ�ƩŚŨƯ�Źŵ�ƶĩ���ƶƳǇŚſ�Ţĩźƃ�ƮǀƳřŵååå�é�è�å�æ�ƶƴƿżƷ�ƱŚƯƺţ�
İƯ�Ŷƴĩ��ƪǀŞƯƺţř�ŵřŶƘţ�źŝ�ƚƬŞƯ�Ʋƿř�ƮǀƀƤţ�Śŝ�İƯ�ŢſŶŝ�ƪǀŞƯƺţř�źƷ�įřŻř�ƶŝ�ƶƴƿżƷ�ƱřżǀƯ�ŚƷ�Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�ƶĩ�Ŷƿō���

id12454125 pdfMachine by Broadgun Software  - a great PDF writer!  - a great PDF creator! - http://www.pdfmachine.com  http://www.broadgun.com 

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƄƳřŵƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮ��
 

� ��ƪǀŞƯƺţř�źƷ�ƶƳǇŚſ�ƶƴƿżƷ�ƱřżǀƯ



/

//
��

ƶĪƳō�įřźŝ�ƩŚůİƯ�ŶƷŶƳ�ŹźƋ�Ţĩźƃ���ƚƬŞƯ�ƪƣřŶů�ƪǀŞƯƺţř�źƷ�ƶƳŶŝ�ƶưǀŝ�įřŻř�ƶŝ�İŤƀƿŚŝèåå�æéŶƴĩ�ŢƟŚƿŹŵ�řŹ�ƱŚƯƺţ����
é�éİƋŚƿŹ�źǀƯř�ƅřƺų�Żř�İųźŝ���

�ƲǀĮƳŚǀƯ�ƶƿŚě�źŝ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ƶĩ�ŚŬƳō�ŻřXř�Źřźƣźŝ�żǀƳ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ŵŹƺƯ�Źŵ�ƲǀĮƳŚǀƯ�įřźŝ�ƵŶƯō�ŢſŶŝ�ƅřƺų�Ţſř�ƵŶƃ�ƞƿźƘţ�Żř�ŶƴţŹŚŞƗ�ƶĩ�Ţſ���
� �A�ŢŝŚŧ�ŹřŶƤƯ�   XEaxaE ��

� �B�ŢŝŚŧ�ŹřŶƤƯ�    bXEbxE ��
� �İƬĩ�ŢƫŚů�Źŵ�ƹ��    bXEabxaE ��

��
ê�é�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ�Żř�İƘŝŚţ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř��

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ŝƀů�źŝ�řŹ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ƩŚŰŝ�ŚţXİƯ�ŚƯř�Ʈƿŵźĩ�ƶŞſŚŰƯ���Ŝƀů�źŝ�řźƳō�Ʊřƺţ�ƪŨƯ�İƘŝŚţX�� X�Ŝǀţźţ�Ʋƿř�ƶŝ�ŵƺưƳ�ƶŞſŚŰƯ��
İƯ��ƱřƺţŵƺưƳ�ƪů�řŹ�ƪŗŚƀƯ�Żř�įźŤƘǀſƹ�ƞǀƏ���ƪŨƯ�İƘŝŚţ�Ŝƀů�źŝ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ƶŞſŚŰƯ�įřźŝ)X(gİƯ�ƵŵŚƠŤſř�źƿŻ�ƶƐŝřŹ�Żř��Ʈǀƴĩ���

� �  
ŵźŝx

x )x(f)x(g)x(gE��

ŨƯ�ƱřƺƴƗ�ƶŝ�ƩŚ XE�ƱŚưƷ�Ɩƣřƹ�Źŵ� x)x(gE İƯ��ŶƃŚŝ���
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ�ŹŚǀƘƯ�ƝřźŰƳř�ƹ�žƳŚƿŹřƹX�Ʊŵřŵ�Źřźƣ�Śŝ�żǀƳ�)X()X(g

x
İƯ�ŢſŶŝ��ƮƿŹřŵ�ƹ�Ŷƿō���

� �









 )X(E
x

X��

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŹŚǀƘƯ�ƝřźŰƳř�ƹX�Żř�ŹŸū�Śŝ�
XİƯ�ŢſŶŝ���Ŷƿō

XX İƯ���ƶĩ�ŵřŵ�ƱŚƄƳ�Ʊřƺţ
XİƯ�ŢſŶŝ�źƿŻ�ƶƐŝřŹ�Żř��Ŷƿō���

� �

   

       

      

        

   XEXE

XEXEXEEXE

XEXEXEXE

:XEXEXXE)XEX(E

XEXE

X

X


























šŚŞŧř

��

��
ë�éŹƹŚŤƄĭ��ŚƷ��

�ƖŝŚţ�Ŝƀů�źŝ�řŹ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�źĭřk)aX()X(g �ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭ�Ʊō�ƶŝ�Ʈǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�k�Ʃƺů�ƭřaŶƴƿƺĭ��İţŹŚŞƗ�ƶŝ���
 ])aX([E kƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭ k�Ʃƺů�ƭřa 

�źĭř�ƲǀƴĤưƷxa �ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭ�Ʊō�ƶŝ�k�źĭř�ƹ�Ŷƴƿƺĭ�įżĩźƯ�ƭřa�ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭ�Ʊō�ƶŝ�ŶƃŚŝ�kŶƴƿƺĭ�źƠƇ�Ʃƺů�ƭř���Śŝ�řźƳō�ƶĩkm�ƂƿŚưƳ�
İƯ�ŶƴƷŵ���

� �])XX([E k�ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭkįżĩźƯ�ƭř��
� �]X([E k�ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭk�ƭř� �źƠƇ�Ʃƺů km��

��
ì�é�ƩŚŨƯ�æå��źƿŵŚƤƯ�m�ƹ�m�Ŝƀů�źŝ�řŹ�

X
�ƹ�

X
ǀŝ�ŢſŶŝ�ŶƿŹƹŚ���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƄƳřŵƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮ��
 

ƪů��� �
 

  





XX

X

XEm

XEm





��

ŹƹŚŤƄĭ�źƿŵŚƤƯ�ƲŤƃřŵ�Śŝ�ƲƿřźŝŚƴŝ�İƯ�ƭƹŵ�ƹ�Ʃƹř�ƶŞţźƯ�įŚƷ�ŵŹƹō�ŢſŶŝ�řŹ�žƳŚƿŹřƹ�ƹ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�źƿŵŚƤƯ�Ʊřƺţ���źƿŚſ�źƿŵŚƤƯ�ƲŤƃřŵ�Śŝ�ƲǀƴĤưƷ
İƯ�żǀƳ�ŶƘŝ�ƶŝ�ƭƺſ�ƶŞţźƯ�įŚƷŹƹŚŤƄĭ��İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŵŹƺƯ�Źŵ�İţŚƗǈƏř�ƱřƺţXŵŹƹō�ŢſŶŝ����

��
í�éŝŚţ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�Ɩ�ŚƷ��

ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ��İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝ�ŚƷXİƯ�ƞƿźƘţ�źƿŻ�šŹƺƈŝ���Śŝ�ƹ�ŵƺƃ)t(mXİƯ�Ƶŵřŵ�ƂƿŚưƳ��ŵƺƃ���
� � tx

X eE)t(m ��
)t(mXŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƪǀƫŵ�Ʋƿř�ƶŝ�řŹ��İƯ�ŚƷ��Śŝ�ƶĩ�ƮǀƯŚƳk�ƶŝ�ŢŞƀƳ�Ʊō�Żř�įźǀĭ�ƢŤƄƯ�ŹŚŝ�t�Ʊŵřŵ�Źřźƣ�ƹ�t�ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ŹřŶƤƯ�k�źǀƜŤƯ�ƭř

�İƟŵŚƈţXİƯ�ŢſŶŝ��Ŷƿō���
�ƶŝ�ŢŞƀƳ�įźǀĭ�ƢŤƄƯ�ŹŚŞĪƿ�Śŝ�ƩŚŨƯ�ƱřƺƴƗ�ƶŝtƮƿŹřŵ����ƢŤƄƯ�ƩŚưƗř�Ŝǀţźţ�ƱřƺŤŝ�ƶĪƴƿř�ƉźƟ�Śŝ�ŵƺưƳ�ŚŬŝŚū�řŹ�įźǀĭŶǀƯř�ƹ�įźǀĭ���

� �   tXtXtX)(
X eXEe

td

d
EeE

td

d
)t(m 










��

�Ʊŵřŵ�Źřźƣ�ŚŝtƮƿŹřŵ��� ��    
 mXEeXE)(m X)(
X 



��
�Śƿ�Ʃƹř�ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ƱŚưƷ�ƶĩ

X
İƯ��ŶƃŚŝ���Śŝ�Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝKƢŤƄƯ�ŹŚŝ��ƮƿŹřŵ�įźǀĭ���

� � tXktX
k

k
)k(

X eXEe
td

d
E)t(m 












��

�Źŵ�ƹtŢƃřŵ�ƮǀƷřƺų���� � k)k(
X XE)(m ��

�ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ƱŚưƷ�ƶĩk�źǀƜŤƯ�ƭřXİƯ��ŶƃŚŝ���
��
î�éƶŤſƺǀě�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř���

�ƶŤſƺǀě�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝX�źƿŵŚƤƯ�įƹŹ�ƲŤƀŝ�Ɩưū�įŚū�ƶŝ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�)x(fx
x

ƩřźĮŤƳř�Śŝ��ŢſŶŝ�źƿŵŚƤƯ�Ʋƿř�įƹŹ�įźǀĭ�İƯ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�Ŷƿō���

� �  



 xd)x(fxXE

x
��

ƮƿŹřŵ�ŹƺƐƴǀưƷ�� �  



 xd)x(f)x(g)X(gE

x
��

ŹƹŚŤƄĭ�ƶŞſŚŰƯ�įřźŝ�Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝ��ƶŤſƺǀě�İƟŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝ�ŶƫƺƯ�Ɩŝřƺţ�ƹ�ŚƷXİƯ�ƵŵŚƠŤſř�ƩƺƯźƟ�Źŵ�ơƺƟ�ƶƐŝřŹ�Żř��ŵƺƃ���
��

æå�éƩŚŨƯ���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝ�Ŷǀƴĩ�ƉźƟ�X�Śŝ�źŝřźŝ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ŹřŶƤƯ�
t

e
)t(m

t

x


ŝ��ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ŹřŶƤƯ�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�ŶƃŚk�ƭř

�Śƿ�ŏŶŞƯ�Ʃƺů]X[E KŶǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ����
ƪů��İƯ��ƶŞţźƯ�ƢŤƄƯ�ƮǀƳřŵK�ƶŝ�ŢŞƀƳ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƭřt�Śŝ�źŝřźŝ�źƠƇ�ƶƐƤƳ�Źŵ� KXEİƯ��ƲƿřźŝŚƴŝ�ŶƃŚŝ����

� �  


t

eet
)

t

e
(

td

d
)

t

e
(

td

d
XE

ttt

t

t

k

k
K 







 ��

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƄƳřŵƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮ��
 

İƯ�ƶƔůǈƯ�ŤƄƯ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶƐƤƳ�Źŵ�Ʃƹř�ƶŞţźƯ�ƢtİưƳ�ŵƺūƺƯ���ƶƐƤƳ�Źŵ�żǀƳ�źţǇŚŝ�ŜţřźƯ�šŚƤŤƄƯ�źƿŚſ�Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝ�ŶƃŚŝt�ŵƺūƺƯ�
İưƳ��ŵƺūƹ�ƭŶƗ�İƴƘƯ�ƶŝ�Ʋƿř�ŚƯř�ŶƴƃŚŝ]X[E KİưƳ��ŶƃŚŝ���

�ƶƐƤƳ�Źŵ�ƢŤƄƯ�ƶĩ�İƘƣřƺƯ�ŹŵtİƯ�ŶƃŚŞƳ�ŵƺūƺƯ���ŹƹŚŤƄĭ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ�źƿŻ�ƶǀƌƣ�Żř�Ʊřƺţkŵźĩ�ƵŵŚƠŤſř�ŏŶŞƯ�Ʃƺů�ƭř���

ƶǀƌƣ���ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭk�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƭřX�ŜƿźƋ�Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�ŏŶŞƯ�Ʃƺů�
!k

tk
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ŹƺƬǀţ�Ǝƀŝ�Źŵ�X���

� � 





k

k
K

x !k

t
XE)t(m��

ŚƠŤſř�Śŝ�ƩŚů�ŹřŶƤƯ�ľřŵŶŬƯ�ơƺƟ�ƶǀƌƣ�Żř�Ƶŵ]X[E KİƯ�ƶŞſŚŰƯ�ƪŞƣ�ƩŚŨƯ�Źŵ�řŹ��Ʈǀƴĩ��İƯ�ƮǀƳřŵ��





k

k
t

!k

t
eƲƿřźŝŚƴŝ����

� �

 


!k

t

k

!)k(

t

!k

t

t

!k

t

t

e
)t(m

k

XE

k

k

k

k

k
k

k

t

x

K







 












































��

İƯ�ƶƔůǈƯ�ƲƿřźŝŚƴŝ��ŜƿźƋ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ
!k

tk
�źŝřźŝ�ơƺƛ�Ǝƀŝ�Źŵ�



k

İƯ��ŶƃŚŝİƴƘƿ���
k

]X[E K




���

��

ææ�éƩŚŨƯ���İƟŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�X�Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�
t

)t(mX




�ƶŞſŚŰƯ�ŢƀŝƺƬƐƯ�

X
���

X
�ƹ�]X[E K���

ƪů���ƶŞţźƯ�ƢŤƄƯ�ŹřŶƤƯ�ƩŚŨƯ�Ʋƿř�ŹŵK�ƭř
t

�ƶƐƤƳ�Źŵ�tİƯ�ŵƺūƺƯ��İƯ�ƪĪƄƯ�Ʊō�ƶŞſŚŰƯ�ŚƯř�ŶƃŚŝ��ŹƺƬǀţ�Ǝƀŝ�Żř�İŤůřŹ�įřźŝ�Ʋƿř�źŝŚƴŝ�ŶƃŚŝ

İƯ�ƵŵŚƠŤſř�Ʈǀƴĩ���

� �
!k

t
!ktttt

t
)t(m

k

kk

k
X 



















��

�ƲƿřźŝŚƴŝ!k]X[E K ���
�źƿŵŚƤƯ�ƩŚů

X
�ƹ�

X
řźŝ�Śŝ�ŶƳźŝ���

� �
 

    








!XEXE

!XE

X

X��

��
æç�éƩŚŨƯ���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�XİƯ�źƿŻ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�įřŹřŵ��ŶƃŚŝ���

� �


















x

xe)x(f

x

x





��

�ŢƀŝƺƬƐƯ���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƄƳřŵƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮ��
 

ƞƫř���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƖƿŻƺţ�ƖŝŚţ�ƶŞſŚŰƯX���
ś���ƶŞſŚŰƯ

X
���

X
�ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ƹ�ků�ƹ�ŏŶŞƯ�Ʃƺů�ƭřƲǀĮƳŚǀƯ�Ʃƺ��

��
ƪů��ƞƫř���

� �

 










 


x

eetdetd)t(f)x(F xx x

xX




��

ƲƿřźŝŚƴŝ�� �

















x

xe)x(F

x

X

��

ś��İƯ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�řŶŤŝř�Ʈǀƴĩ���

� �

 

t)t(
e

)t(

xdexdeeeE)t(m

)t(x

)t(x
x

txtx
X
















































 

 





��

Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�ƪŞƣ�ƩŚŨƯ�ƹ�ƩŚŨƯ�Ʈƿř�Źŵ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�Ʋǀŝ�ŢƷŚŞƃ�ƶŝ���

� �































t
X

t
x

)
t

(
td

d
]X[E]X[E

)
t

(
td

d
]X[E

��

ƹŚŤƄĭ�ƶŞſŚŰƯ�įřźŝ�ƶŞţźƯ�ŹkƮƿŹřŵ�ƲǀĮƳŚǀƯ�Ʃƺů�ƭř���
� ��ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭk�ƲǀĮƳŚǀƯ�Ʃƺů�ƭř ])X([E K

X
��

�ƶŞſŚŰƯ�įřźŝ])X([E K

X
İƯ�ƞƿźƘţ�źƿŻ�šŹƺƇ�ƶŝ�ƶĩ�ƲǀĮƳŚǀƯ�Ʃƺů�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�Żř��İƯ�ƵŵŚƠŤſř�ŵƺƃ�Ʈǀƴĩ���

� �]e[E)t(m
)X(t

X
X

X



 ��

ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�ƩŚů���

� �  )t(meeEeeeEeE)t(m X

t
Xt

tt
Xt

tXt

X
xxxx

X



 




























��

�ƶŞţźƯ�ŹƹŚŤƄĭ�Ʋǀŝ�źƿŻ�İƬĩ�ƶƐŝřŹ�ƲƿřźŝŚƴŝkŢſř�ŵƺūƺƯ�ƲǀĮƳŚǀƯ�ƹ�ŏŶŞƯ�Ʃƺů�ƭř���

� �)t(me)t(m X

t

X
x

X



 ��

İƯ�İŤůřŹ�ƶŝ�ƩŚů��Ʊřƺţ)t(m
X

X ��Y|¬»�Ä]�ÄmÂe�Z]�Y��)t(mXºË�Y{�{�ÁM�d�|]����

� �
t

e)t(m t
X

X 






��

³��Y|¬»�¾ËY�]ZÀ]�Ä^e�»��ÁZf�k�Ä^e�»�ªf�»�Z]�d�Y��]Y�]�¾Ì´¿ZÌ»�µÂu�¹Yk�¹Y)t(m
X

X �Ä]�d^�¿�t�Ä�¬¿��{�t���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƄƳřŵƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮ��
 

��Y|¬»]X[E KŚŝ�Ţſř�źŝřźŝ����

� �
!K]X[E)

!k

t
(!k

)t()t()t(t
t

)t(m

KK
k

k

k

k

k
X





 






















��

��
æè�éƩŚŨƯ���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƖƿŻƺţ�ƖŝŚţ�XŢſř�ƵŶƃ�Ƶŵřŵ�źƿŻ�šŹƺƈŝ����

� �







































x

xxx

xx

x

)x(f




��

ŢƀŝƺƬƐƯ���
ƞƫř���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţX���
ś��

X
�ƹ�

X
��

��
ƪů��ƞƫř����

� �












)x(fx

x)x(fx

)x(fx)x(f
xd

d
)x(f

x


źĭř

źĭř

��

ƲƿřźŝŚƴŝ���

� �














źƿŚſźƿŵŚƤƯ






xx

xx

)x(f��

ś����

� �

 

 

   























































 















 











  

 









XEXE

)()(|)
xx

(|
x

xd)x(xxdxxd)x(fxXE

)()(|)
x

x(|
x

xd)x(xxdxxd)x(fXE

X









��

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
 

ƮŬƴě�ƪƈƟ��
æ�êźǀƜŤƯ��įŶƘŝ�Ŷƴģ�ƹ�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�įŚƷ��

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƹŵ�Ŷǀƴĩ�ƉźƟXƹ�YİƯ�ƮǀƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�řŹ���ƶƳƺưƳ�įŚƌƟ�ƺƌƗ�źƷ�ƶŝ�źǀƜŤƯ�ƹŵ�Żř�ƭřŶĩ�źƷ�ƮǀƳřŵS�ŢŞƀƳ�ŵźƟ�ƶŝ�źƈŰƴƯ�ƹ�İƤǀƤů�įŹřŶƤƯ�
İƯ��Żř�ƭřŶĩ�źƷ�įřŻř�ƶŝ�ŹƺƐƴǀưƷ�ŶƴƷŵX�ƹ�Y�ƩŚưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�Ĩƿ�)x(f

X
�ƹ�)y(f

Y
Ţƃřŵ�ƮǀƷřƺų�����

źǀƜŤƯ�Żř�Ĩƿ�źƷ�ŵźŝ�źƿŵŚƤƯ�ƱŚƯżưƷ�ƕƺƣƹ�ƩŚưŤůř�ƮǀƷřƺŴŝ�źĭř��įŚƷXƹ�y�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ��ƮǀƷŵ�ƱŚƄƳ�ƩŚưŤůř�ƖŝŚţ�Ĩƿ�šŹƺƈŝ�řŹ�)Y,X(Z�řŹ�
�ƩŚưŤůř�ƖŝŚţ�Śŝ�įŶƘŝ�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ)y,x(f

Y,X
İƯ�İƟźƘƯ��ƴĩƮǀ���

źǀƜŤƯ�ƅřƺų�İƯŚưţ�įŶƘŝ�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƯ�řŹřŵ�řŹ�įŶƘŝ�Ĩƿ�įŚƷ�Ţſř�Źřźƣźŝ�Ʊō�ƩŚưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�įřźŝ�źƿŻ�ƅřƺų�ŹƺƐƴǀưƷ�ŶƃŚŝ���
� �)yY,xX(P)y,x(f Y,X ��

ƶŤƀƀĭ�įŶƘŝ�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝ���

� �  



ŵźŝ ŵźŝY X
Y,X

Y,X

)y,x(f

y,x)y,x(f


 

��

ƶŤſƺǀě�įŶƘŝ�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝ���

� �

 

 















d
c

b
a Y,X

Y,X

Y,X

ydxd)y,x(f)dyc,bxa(P

)y,x(f

y,x)y,x(f





 

��

Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�źƿŻ�ƩŚŨƯ�ƶŝ�ŜƬƐƯ�ƱŶƃ�ƲƃƹŹ�įřźŝ���
�ƩŚŨƯæ��ŵŶƗ�Ʊō�ƶūƹ�ƶſ�įƹŹ�źŝ�ƶĩ�řŹ�ŽŚţ�ŵŶƗ�Ĩƿ�æ�ŵŶƗ�źĮƿŵ�ƶūƹ�ƶſ�įƹŹ�źŝ�ƹ�çİƯ�śŚţźě�ŹŚŝ�ƹŵ�řŹ�Ţſř�ƵŶƃ�Ĩů��źǀƜŤƯ�ƹ�Ʈǀƴĩ��įŚƷXƹ�y�řŹ�

İƯ�ƞƿźƘţ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�Ʈǀƴĩ���
� �  ,,�ƵŶƃ�źƷŚƓ�ŵŶƗ�ƹŵ�ƕƺưŬƯ�X��
� �  ,,�ƵŶƃ�źƷŚƓ�ŵŶƗ�ƹŵ�ƪƋŚƠţ�Y��

�įŶƘŝ�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƲƿřźŝŚƴŝ)Y,X(İƯ�řŹ��ŵƺưƳ�ƞƿźƘţ�Ŝǀţźţ�Ʋƿř�ƶŝ�Ʊřƺţ���
�źƷŚƓ�ŵŶƗ�ƹŵ�ƪƋŚƠţ�ƹ�ƕƺưŬƯ�ƵŶƴƷŵ�ƂƿŚưƳ�ŜţźƯ�ũƹŻ)Y,X(ƃ�ŽŚţ�śŚţźě�ŹŚŝ�ƹŵ�Źŵ�ƵŶ���

�ƶƳƺưƳ�įŚƌƟ�ƺƌƗ�ŶƴģSŻř�ŶƴţŹŚŞƗ��� �  ,),(,),(,),(,),(  ��
�įŶƘŝ�ƹŵ�ƩŚưŤůř�ƖŝŚţ�Ŝǀţźţ�Ʋƿř�ƶŝ)y,x(f

Y,X
İƯ�źƿŻ�šŹƺƈŝ��ŶƃŚŝ���

Ð�Ò���
��
��
��
 
��

İƯ�ƶŞſŚŰƯ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�ƩŚưŤůř�źƿŵŚƤƯ�ƩŚŨƯ�ƱřƺƴƗ�ƶŝ�ŵƺƃ���
� � )y,x(f

Y,X
��

ƶĪƴƿř�įřźŝ�ŵŶƗ�Śŝ�źŝřźŝ�ƵŶƃ�źƷŚƓ�ŵŶƗ�ƹŵ�ƕƺưŬƯ�Ï�ŵŶƗ�Ʃƹř�śŚţźě�Źŵ�ŽŚţ�įƹŹ�źŝ�ŶƿŚŝ�ŶƃŚŝ�Î�ŵŶƗ�ƭƹŵ�śŚţźě�Źŵ�ƹ�ÎŶƃŚŝ�ƵŶƃ�źƷŚƓ����ƲƿřźŝŚƴŝ
İƯ�źƠƇ�źŝřźŝ�ŢƫŚů�Ʋƿř�ƩŚưŤůř�ŶƃŚŝ���

X
Y 

























id12375359 pdfMachine by Broadgun Software  - a great PDF writer!  - a great PDF creator! - http://www.pdfmachine.com  http://www.broadgun.com 

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
 

�ŢƫŚů�įřźŝ�ŚƯř),( Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�ƩŚưŤůř�Ʋƿř����

� �







  )y,x(f

Y,X
��

�ƶĪƳō�įřźŝ�ƕƺưŬƯÏİƯ�ŶƃŚŝ���ŵŶƗ�Ʃƹř�śŚţźě�Źŵ�İŤƀƿŚŝÎ�ŵŶƗ�ƭƹŵ�śŚţźě�Źŵ�ƹ�Î�ŵƺƃ�źƷŚƓ�ŵŶƗ�Ʃƹř�śŚţźě�Źŵ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůř�ƲƿřźŝŚƴŝ�ŶƃŚŝ�ƵŶƃ�źƷŚƓ�

�źŝřźŝ

İƯ���ŵŶƗ�ƱŶƃ�źƷŚƓ�Ʊƺģ�ƹ�ŶƃŚŝÎ�ƱŶƃ�źƷŚƓ�ƩŚưŤůř�ƲƿřźŝŚƴŝ�Ţſř�Ʃƹř�śŚţźě�Żř�ƪƤŤƀƯ�ƭƹŵ�śŚţźě�Źŵ�Îţźě�źƷ�Źŵ�Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�śŚ���

� �









��

İƯ�ƩŚŨƯ�Ʋƿř�Źŵ�įŶƘŝ�ƹŵ�ƩŚưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�įƹŹ�Żř��İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƩŚưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ŹřŶƤƯ�ƱřƺţX�Żř�ƪƤŤƀƯ�řŹ�Y�ƖŝŚţ�řźƳō�ƶĩ�Ʈǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�
ƶǀƃŚů�ƩŚưŤůř��įŹŚƴĩ�Śƿ�įřXİƯ��ƮǀƯŚƳ���źƿŵŚƤƯ�įƹŹ�ƲŤƀŝ�Ɩưū�ƶĩYİƯ�ŢſŶŝ�źƐſ�źƷ�Źŵ��ŶƿōİţŹŚŞƗ�ƶŝ����

��
� �)y,x(f)x(f

y
Y,X

X
��

��
��
 
 
��
��

�ƩŚưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝY�źƿŵŚƤƯ�įƹŹ�ƲŤƀŝ�Ɩưū�Śŝ�żǀƳ�XİƯ�ŢſŶŝ�ƩƹŶū�Źŵ��ƶǀƃŚů�ƩŚưŤůř�ƖŝŚţ�Ʊō�ƶŝ�ƶĩ�Ŷƿō��įřźŝ�įřYŶƴƿƺĭ����
��

� �)y,x(f)y(f
x

Y,X
Y

��

é�ê�ƶƳƺưƳ�įřźŝ�)x(fXİƯ�ŢſŶŝ�źƿŻ�šŹƺƈŝ��ōŶƿ���

� �


































),(f),(f),(f)(f

),(f),(f),(f)(f

),(f),(f),(f)(f

X

X

X

��

ƲƿřźŝŚƴŝ���

� �

























źƿŚſźƿŵŚƤƯ













x

x

x

)x(fX��

�źƿŵŚƤƯ�ŢŰƇ)x(fX�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƞƿźƘţ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�řŹ�XİƯ�żǀƳ���ľǈŨƯ�ŵƺưƳ�İſŹźŝ�Ʊřƺţ)(fX �ŽŚţ�Ʃƹř�śŚţźě�Źŵ�ƵŶƃ�źƷŚƓ�ŵŶƗ�İƴƘƿ�æ�ƹ�
�ƭƹŵ�śŚţźě�Źŵç�Śƿ�Ţſř�Ƶŵƺŝ��Ʃƹř�śŚţźě�Źŵ�ƵŶƃ�źƷŚƓ�ŵŶƗç�ƭƹŵ�śŚţźě�Źŵ�ƹ�æŚŝ�Ţſř�źŝřźŝ�Ʊō�ƩŚưŤůř�ƶĩ�Ţſř�Ƶŵƺŝ����

� �













 )(fX��

��

X
Y 





















 















)x(fX

)y(fY

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
 

ê�ê�ƩŚŨƯ�ç�İƯ�śŚŴŤƳř�ƝŵŚƈţ�ƶŝ�ƶƐƤƳ�Ĩƿ�Ŷůřƹ�Ƶźƿřŵ�ƱƹŹŵ�Żř���įŶƘŝ�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ʈǀƴĩ)Y,X(�Źŵ�ƵŶƃ�śŚŴŤƳř�ƶƐƤƳ�ƉźƗ�ƹ�ƩƺƏ�řŹ�
İƯ�źƔƳ�ǀĭ�įŶƘŝ�ƹŵ�ƩŚưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƶŞſŚŰƯ�ŢƀŝƺƬƐƯ�Ʈƿź)y,x(f

Y,X
�Ŷůřƹ�ƖŝźƯ�ƱƹŹŵ�ƵŶƃ�śŚŴŤƳř�ƶƐƤƳ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůř�Ʊō�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƹ�

Ŷǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�ŵźǀĮŝ�Źřźƣ��ƶǀƃŚů�ƩŚưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƲǀƴĤưƷ��įřźŝ�įřX�ƹ�YŶǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ����
��

ƪů��ŝŚţ�ŹřŶƤƯ�ƹźŝƹŹ�ƪĪƃ�ƶŝ�ƶūƺţ�ŚŝİƯ�źƔƳ�Źŵ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�řŹ�İƫŚĮģ�Ɩ�Ʈƿźǀĭ���
��
 

 




 


źƿŚſźƿŵŚƤƯ

 yxc
)y,x(f

Y,X
 

 
�ƩƺƸŬƯ�ŹřŶƤƯ�ƩŚůCİƯ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ��Ʈǀƴĩ���

� �








 
















ccrddrc

ydxd)y,x(f
Y,X



��

�źǀƜŤƯ�ƹŵ�ƩŚưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƲƿřźŝŚƴŝ)y,x(f
Y,X

Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ����

� �











ήϳΎγήϳΩΎϘϣ

yx
)y,x(f

Y,X


 
��

Ư�ƱƹŹŵ�İŝŚŴŤƳř�ƶƐƤƳ�ƶĪƳō�įřźŝƮǀƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�ŶƿŚŝ�ŶƃŚŝ�Ŷůřƹ�Ɩŝź���

� �












 y,x��

ƩřźĮŤƳř�Śŝ�ƩŚưŤůř�ŹřŶƤƯ��įƹŹ�įźǀĭ)y,x(f
Y,X

İƯ�ŢſŶŝ�ơƺƟ�ƵŻŚŝ�Źŵ��Ŷƿō���

� �





 
























 ydxd)y,x(p��

�ŹřŶƤƯ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ


İƯ�Ƶźƿřŵ�ƪĩ�ŢůŚƀƯ�źŝ�ƮǀƀƤţ�ƖŝźƯ�ŢůŚƀƯ�Śŝ�źŝřźŝ��ŚŝİƯ�ƶŞſŚŰƯ�ƁƹŹ�Ʋƿř�ƶŝ�żǀƳ�ƭƹŵ�ƪƈƟ�Źŵ�ƶĩ�Ŷƃ�Ŷƃ���

��
Ó�ÒƶǀƃŚů�ƩŚưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƶŞſŚŰƯ�įřźŝ���źǀƜŤƯ�įřźŝ�įřX�Ɩưū�įŚū�ƶŝ�ƶŤſƺǀě�ŢƫŚů�Źŵ��ƲŤƀŝ�źƿŵŚƤƯ�įƹŹYƩřźĮŤƳř�Żř���ƵŵŚƠŤſř�įźǀĭ
İƯ�İţŹŚŞƗ�ƶŝ�Ʈǀƴĩ���

� �






















 












 







x
))x(x(

)y(yd)y,x(f)y,x(f
x

x

x

xY,XY,X
��

�ŹřŶƤƯ�Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝ)y(fYİƯ�ŢſŶŝ�żǀƳ��Ŷƿō���

x

y




),( 

),( 
),( 

),( 

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
 

� �






















 












 







y
))y(y(

|)x(xd)y,x(f)y(f
y

y

y

yY,X
Y

��

Ţƃřŵ�ƮǀƷřƺų�ƲƿřźŝŚƴŝ���

� �





























źƿŚſ

źƿŚſ

ήϳΩΎϘϣ

y
y

)y(f

ήϳΩΎϘϣ

x
x

)x(f

Y

X













��

��
ì�ê��� ..�ƵźǀƜŤƯ�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�ƖŝŚţ��

İƯ�ŢſŶŝ�ƶǀƜŤƯ�Ĩƿ�ŢƫŚů�ƶŝŚƄƯ�ľǈƯŚĩ�żǀƳ�ƵźǀƜŤƯ�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�ƖŝŚţ�ƶĩ�Ŝǀţźţ�Ʋƿř�ƶŝ�Ŷƿō����
� �

 R)t,t()ty,tx(p)t,t(F Y,X ��
�ƩŚů�źĭřX�ƹ�Y�įƹŹ�ƲŤƀŝ�Ɩưū�Śŝ�ƖƿŻƺţ�ƖŝŚţ�ŶƴƃŚŝ�ƶŤƀƀĭ�X�ƹ�Y�Śţ�)t,t( İƯ�ŢſŶŝ���źĭř�ƹ�ŶƿōX�ƹ�YƩřźĮŤƳř�Śŝ�ŶƴƃŚŝ�ƶŤſƺǀě���Śţ�įźǀĭ

)t,t( �����
ƪů��ƮƿŹřŵ�ƞƿźƘţ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ���
��
��
 
 
��

İƯ�ƖƿŻƺţ�ƖŝŚţ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ŹřŶƤƯ�Ʊřƺţ��
�ƹŵ�ƕƺưŬƯ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůř�Żř�źŤưĩ�ƵŶƃ�źƷŚƓ�ŵŶƗé�Żř�źŤưĩ�ƵŶƃ�źƷŚƓ�ŵŶƗ�ƹŵ�ƪƋŚƠţ�ƹ��Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�ƶĩ�ŵŹƹō�ŢſŶŝ�řŹ�ŶƃŚŝ�),(f

Y,X
���

� �

  ),(F)y,x(p

Y,X
��

í�ê�� ..ŹƹŚŤƄĭ�ƹ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř��ƵźǀƜŤƯ�ƹŵ�İƫŚĮģ�Ɩŝřƺţ�įřźŝ�ŚƷ��
ģ�Ɩŝřƺţ�ŶƴƳŚưƷŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�Ɩŝřƺţ�ƹ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ƵźǀƜŤƯ�Ĩƿ�İƫŚĮ��ƭřƺţ�įŚƷX�ƹ�YİƯ�ƶŞſŚŰƯ�źƿŻ�šŹƺƇ�ƶŝ��ŶƳƺƃ���

� �źǀƜŤƯ�įřźŝ��ƶŤƀƀĭ�įŚƷX�ƹ�Y���   
ŵźŝY ΩήΑX Y,X

)y,x(f)Y,X(g)Y,X(gE��

� �źǀƜŤƯ�įřźŝ��ƶŤſƺǀě�įŚƷX�ƹ�Y���   







 ydxd)y,x(f)Y,X(g)Y,X(gE

Y,X
��

ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ��İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įŚƷ)Y,X(���

� �






 YtXt

Y,X eE)t,t(m 
��

ƢŤƄƯ�ƲŤƟźĭ�Śŝ�żǀƳ�ŢƫŚů�Ʋƿř�Źŵ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�ƵŹŚě�įŚƷ��ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�Żř�įř)Y,X(�ƶŝ�ŢŞƀƳ� t,t�Ʊŵřŵ�Źřźƣ�ƹ�),()t,t( �ŹřŶƤƯ�
i j�ƭřƺţ�ŹƹŚŤƄĭ�ƲǀƯř)Y,X(İƯ�ŢſŶŝ��Ŷƿō��źƿŻ�šŹƺƈŝ���

X
Y 





























dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
 

� � 













  YtXtYtXt
Y,X exEeE

t
)t,t(m

t






��

Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝ���

� �








  YtXt
Y,X eYE)t,t(m

t





��

ƮƿŹřŵ�ŢƿŚƸƳ�Źŵ�ơƺƟ�ŶƳƹŹ�Ʊŵřŵ�ƶƯřŵř�Śŝ���

� � YtXtji
Y,Xj

t
i
t

ji
eYXE)t,t(m 











��

�Ʊŵřŵ�Źřźƣ�Śŝ),()t,t( ŹƹŚŤƄĭ���įŚƷ)Y,X(İƯ�ŢſŶŝ��Żř�ŶƴţŹŚŞƗ�ƶĩ�Ŷƴƿō���
� �   ,,,j,iYXEm Ji

ij ��
�i�ƹ�jİưƳ�źƠƇ�ƮƷ�Śŝ�ƹŵ�źƷ��ŶƴƃŚŝ���

�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţjm


�ƹ�
imŹƹŚŤƄĭ�ƱŚưƷ��źǀƜŤƯ�įŚƷ��İƟŵŚƈţ�įŚƷX�ƹ�YİƯ�İƿŚƸƴţ�ƶŝ��İƴƘƿ�ŶƴƃŚŝ���

� �
]y[Em

]X[Em

j
j

i
i







��

ŹƺƐƴǀưƷ���

� �






,]YX[Em]Y[Em

]Y[Em]X[Em

]Y,X[Em















��

��
î�ê�ƩŚŨƯ�é��ƩŚŨƯ�įřźŝ�çƤƯ��įřźŝ�ŹŚƔŤƳř�ŵŹƺƯ�ŹřŶX���YŶƿŹƹŚǀŝ�ŢſŶŝ�řŹ�ƵŶƃ�ƵŶƷŚƄƯ�ƉźƗ�ƹ�ƩƺƏ�ƕƺưŬƯ�ƹ����

ƪů���ƞƿźƘţ�ƢŞƏ]X[EİƯ�ƶŞſŚŰƯ�źƿŻ�šŹƺƈŝ��ŵƺƃ���

� �





 














 

 















)(sin|
r

rddcosr

xdydxydxd)y,x(fx]X[E
x

xY,X












 

 





��

ƩřźĮŤƳř�ƵŻŚŝ�ƶĩ�ŚŬƳō�Żř�ƶŤŞƫř�İƯ�ŵźƟ�żǀƳ�ƖŝŚţ�ƹ�Ƶŵƺŝ�ƱŹŚƤŤƯ�įźǀĭ�İƯ�ŶƃŚŝ�ř�ƶŞſŚŰƯ�ƱƹŶŝ�ƮǀŤƀƳřƺţƮƿŹƹŚǀŝ�ŢſŶŝ�řŹ�śřƺū�Ʊŵƺŝ�źƠƇ�żǀƳ�ƩřźĮŤƳ���
�ŹřŶƤƯ]X[E�ŶƴƳŚưƷ�żǀƳ�]X[EİƯ�ŢſŶŝ�źƿŻ�šŹƺƈŝ��Ŷƿō���

� �





  











xdydyydxd)y,x(fy]X[E

y

yY,X

 





��

İƯ�źƠƇ�ơƺƟ�ƩřźĮŤƳř�ƖŝŚţ�Ʊŵƺŝ�ŵźƟ�ƹ�ƱŹŚƤţ�ŢƬƗ�ƶŝ�ƮƷ�ŻŚŝ�ŶƃŚŝ���
��
æå�ê�ŹřŶƤƯ�ƩŚů�]YX[E �İƯ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�Ʈǀƴĩ���

� �
 







































]Y[E]X[Eydfyxd)y,x(f

ydxd])y,x(fy)y,x(fx[ydxd)y,x(f)YX(]YX[E

Y,XY,X

Y,XY,XY,X��

��

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
 

İƯ�ơƺƟ�ƩŚŨƯ�Żř�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ��ƶĩ�ŶǀſŹ�ƶŬǀŤƳ�Ʋƿř�ƶŝ�Ʊřƺţ]Y[E]X[E]YX[E �źĭř�İƬĩ�ŢƫŚů�Źŵ�ƹ�)X(G�ƹ�)Y(H�Ŝǀţźţ�ƶŝ�
�Żř�İƘŝřƺţX�ƹ�YƮƿŹřŵ�ŶƴƃŚŝ����

� �])Y(H[E])X(G[E])Y(H)X(G[E ��
Ʒ�ƶŞſŚŰƯ�įřźŝ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�ƲǀƴĤư])Y(H])X(G[E źǀƜŤƯ�ƭřƺţ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƲŤƀƳřŵ�ƶŝ�įŻŚǀƳ���İƟŵŚƈţ�įŚƷX�ƹ�YİưƳ���ŚƸƴţ�ƶĪƬŝ�ŶƃŚŝ

�įŹŚƴĩ�İƫŚĮģ�Ɩŝřƺţ�ƲƴŤƃřŵ�Śŝ)x(fX�ƹ�)y(fYİƯ��ŵƺưƳ�ƶŞſŚŰƯ�řźƳō�Ʊřƺţ���
��
ææ�ê��İƃřźĜưƷ�Śƿ�žƳŚƿŹřƹƺĩ��

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƹŵ�ƱŚǀƯ�İĮŤƀŝřƹ�ƱřżǀƯ�ƶƀƿŚƤƯ�įřźŝX�ƹ�Y�İƃřźĜưƷ�Śƿ�žƳŚƿŹřƹƺĩ�ƭŚƳ�ƶŝ�İƈųŚƃ�Żř�X�ƹ�YİƯ�ƵŵŚƠŤſř��Ʈǀƴĩ���źƿŻ�šŹƺƇ�ƶŝ�ƶĩ
İƯ�ƞƿźƘţ�ŵƺƃ���

� �])Y()X([E)Y,X(COV
yx

Y,X ��

�ŹřŶƤƯ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ)Y,X(COVƷřƺų�ŢŞŨƯ�İţŹƺƇ�Źŵ��źĭř�ƶĩ�ŵƺŝ�ŶX�ƵŚĮƳō�ŶƃŚŝ�ƂƴǀĮƳŚǀƯ�Żř�źŤĭŹżŝ�Y��źĭř�İţŹŚŞƗ�ƶŝ�ŶƃŚŝ�Ʋǀƴģ�żǀƳX�ƹ�
Yŵƺŝ�ŶƷřƺų�ŢŞŨƯ�žƳŚƿŹřƹƺĩ�ŹřŶƤƯ�ŶƴƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�ƂƷŚĩ�Śƿ�ƂƿřżƟř�źĮƿŶĪƿ�Śŝ�ŢƸū�ƮƷ�ƹŵ�źƷ���

� �






))Y,X(cov(SignY,X

))Y,X(cov(SignY,X
 

�źĭř�Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝ)X(
x
�ƹ�)Y(

y
ŝ��İţŹŚŞƗ�ƶŝ�Śƿ�ŶƴƃŚŝ�ƞƫŚŴƯ�ŢƯǈƗ�įřŹřŵ�ŵŚƿŻ�ƩŚưŤůř�ŚX�ƹ�Y�Śŝ�İƴƘƿ�ŶƴƃŚŝ�ƮƷ�ŢƸū�Ɲǈų�Źŵ�

�žƳŚƿŹřƹƺĩ�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�žĪƘƬŝ�Śƿ�Ŷƴĩ�řŶǀě�ƂƷŚĩ�įźĮƿŵ�İĪƿ�ƂƿřżƟřX�ƹ�Yŵƺŝ�ŶƷřƺų�İƠƴƯ����

� �






))Y,X(cov(signY,X

))Y,X(cov(signY,X��

ƵŵŚſ�ƶĩ�źƿŻ�ƶƐŝřŹ�Żř�řŹ�žƳŚƿŹřƹƺĩ�ŹřŶƤƯ�İƯ�źţ�İƯ�żǀƳ�ŶƃŚŝ�řƺţŵŹƹō�ŢſŶŝ�Ʊ���
� �]Y[E]X[E]YX[E)Y,X(cov ��

šŚŞŧř�� �

YXXYYX

YXYX

YXXYX

]YX[E]YX[E

]X[E]Y[E]YX[E

]YYX[E]Y()X([E)Y,X(cov







��

��
æç�êİƯ�řŹ�įŵŶƘŤƯ�ƅřƺų�ơƺƟ�ƶƐŝřŹ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ��Żř�ŶƴţŹŚŞƗ�ƶĩ�ŵŹƹō�ŢſŶŝ�žƳŚƿŹřƹƺĩ�įřźŝ�Ʊřƺţ���

� �
X

)X(var)Y,X(cov ��

šŚŞŧř�� �
)X,Y(cov)Y,X(cov

]X[E]X[E]X[E]X[E]X.X[E)Y,X(cov
X








��

šŚŞŧř�� �)X,Y(cov]X[E]Y[E]XY[E]Y[E]X[E]YX[E)Y,X(cov ��
� ���CƤƯ�ŢŝŚŧ�ŹřŶ�� )Y,X(cov��

šŚŞŧř�� � ]X[CE]X[CE]C[E]X[E]C.X[E)Y,X(cov 

� ���a , b , c , dšŚŞŧř�źƿŵŚƤƯ���)Y,X(covca)dyc,bxa(cov ��

šŚŞŧř��� �
db]Y[Ecb]X[Eda]Y[E]X[Ecadb]Y[Ecb]X[Eda]YX[Eca

)d]Y[Ec()b]X[Ea(]dbycbxdayxca[E

]dyc[E]bxa[E])dyc()bxa([E)dyc,bxa(cov







��

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
 

� �)Y,X(covca)]Y[E]X[E]YX[E(ca]Y[E]X[Eca]YX[Eca ��
ŹřŶƤƯ�įƹŹ�źŝ�ŽŚǀƤƯ�źǀƜţ�ŚƯř�ŵŹřŶƳ�žƳŚƿŹřƹƺĩ�ŹřŶƤƯ�įƹŹ�įźǀŧŚţ�ŏŶŞƯ�źǀƜţ�ƲƿřźŝŚƴŝİƯ�źŧƺƯ�žƳŚƿŹřƹƺĩ��ŶƃŚŝ���

� ��X , Y , ZźǀƜŤƯ��İƟŵŚƈţ�įŚƷ��)Y,X(cov)Y,X(cov)ZY,X(cov ��
šŚŞţř�� �]ZY[E]X[E])ZY(X[E)ZY,X(cov ��

� �

 
 

)Z,X(cov)Y,X(cov

)]Z[E]X[E)ZX[E(]Y[E]X[E]YX[E

]Z[E]X[E]Y[E]X[E])ZX[E]YX[E

]Z[E]Y[E]X[E])ZXYX[E









��

��
æè�ê� ..�Ʋǀŝ�İƐų�İĮŤƀŞưƷ�ŜƿźƋ�X�ƹ�Y��

źǀƜŤƯ�ŽŚǀƤƯ�ƶŝ�žƳŚƿŹřƹ�ŶƴƳŚưƷ�żǀƳ�žƳŚƿŹřƹƺĩ�ŹřŶƤƯ�Ʒ�İƟŵŚƈţ�įŚXƹ�yƮƿŵřŵ�ƱŚƄƳ�żǀƳ�žƳŚƿŹřƹƺĩ�ƅřƺų�Źŵ�řŹ�ŜƬƐƯ�Ʋƿř�Ţſř�ƶŤƀŝřƹ����İţŹŚŞƗ�ƶŝ
��ŶƃŚŝ�įźĮƿŵ�Żř�źŤƄǀŝ�ŹŚǀƀŝ�žƳŚƿŹřƹƺĩ�ŹřŶƤƯ��ƩŚưŤůř�ƱƺƳŚƣ�Ĩƿ�įřźŝ�Ţſř�ƲĪưƯİưƳ�ŚƯř��Ʊŵźĩ�źǀƜţ�ƪƿŚưţ�ŢƠĭ�ƱřƺţX�ƹ�Y�ŢƫŚů�Źŵ�źĮƿŶĪƿ�Śŝ�

İƯ�ƭƹŵ�ŢƫŚů�Żř�źŤƄǀŝ�Ʃƹř�ř�ƪƈƟ�Źŵ�řŹ�ŜƬƐƯ�Ʈƿř�ƶŝŚƄƯ�ŶƃŚŝ�ƵŵŚƠŤſř�šřźǀƜţ�ŜƿźƋ�Żř�Ʊō�ƪů�įřźŝ�ƶĩ�ƮǀŤƃřŵ�įŹŚƯō�ƶƘƯŚū�ƹŵ�žƳŚƿŹřƹ�įřźŝ�żǀƳ�Ʃƹ
ƮƿŵƺưƳ���źǀƜŤƯ�ƹŵ�ƱŚƯżưƷ�šřźǀƜţ�ƪƿŚưţ�ƱřżǀƯ�ƶƀƿŚƤƯ�įřźŝ�Ƣǀƣŵ�įŹŚǀƘƯ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ�ŚŬƴƿř�ŹŵC�ƹ�Y�ƵŵŚƠŤſř�İƐų�İĮŤƀŞưƷ�ŜƿźƋ�Żř�

İƯ�İƯ�ƞƿźƘţ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�ƶĩ�Ʈǀƴĩ��Śŝ�ƹ�ŵƺƃY,XfİƯ�Ƶŵřŵ�ƂƿŚưƳ��ŵƺƃ���

� �
YX

YX

Y

Y

X

X
Y,X )

Y

,

X

(covf













��

ƮƿŹřŵ�ơƺƟ�ƶƐŝřŹ�ƱŵƺưƳ�ƵŵŚſ�Śŝ�ƲǀƴĤưƷ���

� �











































































Y

Y

X

X

Y

Y

X

X

Y

Y

X

X
Y

E

X

E)

Y

()

X

(E)

Y

,

X

(cov��

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƶĪƴƿř�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ
X

X
X





Ê»�Ã|��µZ»�]���Ê�ZË��|Ì»Y�¾ËY�]ZÀ]�|�Z]Ê»��¨���]Y�]�½M�ÊÀ Ë�|�Z]��










































Y

Y

X

X
Y

E

X

E��

ºË�Y{�¾ËY�]ZÀ]��
























 )

Y

()

X

(Ef
Y

Y

X

X
Y,X��

��
����Ê»�½Z�¿�µZu����Y|¬»�Ä¯�ºÌÅ{Y,Xf�Ʋǀŝ�ƵŹřƺưƷ�æ�ƹ�æ���İƴƘƿ�ŵŹřŵ�Źřźƣ�Y,Xf���

šŚŞŧř���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƹŵw�ƹ�z�źǀƜŤƯ�ŹřŶƤƯ�ƹ�a�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�ŶƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�řŹ�)zwa(T İƯ�ƞƿźƘţ�řŹ��Ʈǀƴĩ���źƷ�įřŻř�ƶŝa�
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�źƿŵŚƤƯTİƯ�ŢŞŨƯ�żǀƳ�ŚƸƳō�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ƲƿřźŝŚƴŝ�Ţſř�ŢŞŨƯ�ƵŹřƺưƷ��ƮƿŹřŵ�İƴƘƿ�ŶƃŚŝ��])zwa([E ���

� �
a;]z[E]zw[Ea]w[Ea

]zzwawa[E














��

�źƷ�įřŻř�ƶŝ�Ʊƺģ�ƩŚůa�İƯ�Źřźƣźŝ�ơƺƟ�įƹŚƀƯŚƳ�İƯ�ŶƃŚŝ��ŵřŵ�Źřźƣ�Ʊřƺţ
]w[E

]zw[E
a ���

ƲƿřźŝŚƴŝ���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
 

� �



























]z[E]w[E

]zw[E
]z[E

]w[E

]zw[E

]z[E
]w[E

]zw[E
]w[E

]w[E

]zw[E





��

źǀƜŤƯ�įŚū�ƶŝ�ƩŚů��İƟŵŚƈţ�įŚƷw�ƹ�zİƯ�Źřźƣ��ƮǀƷŵ��
YX

yZ,Xw ���

ƮƿŹřŵ��� �




















































XYXY

YX

YX

YX

YX

)Y(E)X(E

)Y()X(E

��

��
æê�ê�įƹŚƀƯŚƳ�Źŵ�įƹŚƀţ�ŢƫŚů�źĭř�ơƺƟ�šŚŞŧř�Źŵ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�])zwa([E ƮƿŹřŵ�ŶƷŵ�űŹ��� � ])zwa([E]T[E ��

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŚƯřTİƯ�źƠƇ�İƳŚƯŻ�ŚƸƴţ�Ʊō�ƲǀĮƳŚǀƯ�ƲƿřźŝŚƴŝ�Ţſř�ŢŞŨƯ�ƵŹřƺưƷ���ƶĩ�įźƿŵŚƤƯ�ƭŚưţ�ƶĩ�ŶƃŚŝTİƯ�ƩƺŞƣ���šŹŚŞƗ�ƶŝ�ŶƴƃŚŝ�źƠƇ�źŝřźŝ�Ŷƴĩ
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�źŤƤǀƣŵT�ƩŚưŤůř�Śŝ�æİƯ�źƠƇ�źŝřźŝ��İƴƘƿ�ŶƃŚŝ���

� �







 











)axaY(p

)X(aY(p

)zwa(p

)zwa(p

))zwa((p)T(p

XY

XY





��

��
æë�ê�źŝŚƴŝ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŶƇŹŵŶƇ�ƩŚưŤůř�Śŝ�ƲƿřY�Śŝ�źŝřźŝ�

XY
axa İƯ��İƯ�ƱŚƄƳ�Ʋƿř�ƹ�ŶƃŚŝ��ƶŝ�ƵŵŚƠŤſř�ƪŝŚƣ�źƿŵŚƤƯ�Żř�ƶĩ�ŶƷŵ)Y,X(�

�ƶƫŵŚƘƯ�ƶŝ�ŢſřŹ�Ǝų�Ĩƿ�įƹŹ�ƶĩ�įźƿŵŚƤƯ�ŚƸƴţ
XY

axaY İƯ�ŶƳŹřŵ�Źřźƣ��ŶƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�ŢŞŨƯ�ƩŚưŤůř�ŶƴƳřƺţ���ƶĩ�Ţſř�ƪǀƫŵ�ƲǀưƷ�ƶŝ

İƯ��źǀƜŤƯ�ƹŵ�Ʋǀŝ�İƐų�İĮŤƀŝřƹ�ƱřżǀƯ�İƐų�İĮŤƀŞưƷ�ŜƿźƋ�ƮǀƿƺĭX�ƹ�YİƯ�ƱŚƄƳ�řŹ��ŶƷŵ���
�ŹřŶƤƯ�ƶģ�źƷY,XP�ŵŶƗ�ƶŝ�æ�Śƿ�æ�ĨƿŵżƳ��źǀƜŤƯ��ŶƃŚŝ�źţ��įřşX�ƹ�Y�źĭř�ƹ�Ţƃřŵ�ŶƴƷřƺų�źĮƿŶĪƿ�Śŝ�ŽƺĪƘƯ�Śƿ�ƮǀƤŤƀƯ�źǀƜŤƯ�ƶŝ�įźŤƄǀŝ�ƪƿŚưţ�

Y,XPźǀƜŤƯ�ƶĩ�Ţſř�İƴƘƯ�ƲƿŶŝ��ŶƃŚŝ���įŚƷX�ƹ�YİưƳ�ƶŤƀŝřƹ�źĮƿŶĪƿ�ƶŝ�İƐų�šŹƺƇ�ƶŝ��ŶƴƃŚŝ��İƯ�ƱŚƄƳ�źƿŻ�ƩŚŨƯ��įřźŝ�Ţſř�ƲĪưƯ�ƶĩ�ŶƷŵ
�źǀƜŤƯ�ƹŵX�ƹ�Y�ƮǀƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�Y,XPŶƴƃŚŝ�ƶŤƀŝřƹ�źĮƿŶĪƿ�ƶŝ�ľǈƯŚĩ�źǀƜŤƯ�ƹŵ�ƩŚů�ƲǀƗ�Źŵ�ŚƯř����

��
æì�ê�ƩŚŨƯ�ê�ŤƯ��İƟŵŚƈţ�źǀƜXŢſř�ƵŶƃ�ƞƿźƘţ�źƿŻ�šŹƺƈŝ����

� �











źƿŚſźƿŵŚƤƯ





x
)x(f

X
��

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯY�źŝřźŝ�řŹ�XİƯ�ƞƿźƘţ��šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�Ʈǀƴĩ���
ƞƫř��)y(f

Y
Ŷǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ����

ś��YXŶǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ����

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
 

ƪů���ƶĪƴƿř�ƶŝ�ƶūƺţ�ŚŝXY ƮƿŹřŵ����
� �)y(F)y(F)yXy(p)yX(p)yY(p)y(F

XXY


��

İƯ�ƩŚů��İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƖƿŻƺţ�ƖŝŚţ�İŤƀƿŚŝXƮƿŹƹŚǀŝ�ŢſŶŝ�řŹ����

� �
















   


















x

x)x(
)x(F

x

)x(xdxd)x(f)x(F

X

x x

XX

��

��Ë�Âe��]Ze�¾ËY�]ZÀ]YZ]�d�Y��]Y�]����

� �























y

y
y

y

)y(F

y)y()y()y(F

Y

Y



















��

ƢŤƄƯ�Śŝ��Żř�įźǀĭ)y(F
Y

�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�YİƯ�ŢſŶŝ�řŹ��ƹōƮƿŹ���

� �











źƿŚſ

 



y
y)y(F

Y
��

��
æí�êś����ƶŞſŚŰƯ�įřźŝYX�źƿŵŚƤƯ�ƶŝ�]X[E,]Y[E,]YX[E�řźƿŻ�ƮƿŹřŵ�ŻŚǀƳ�����

� �
YXYX

YX
YX

]Y[E]X[E]YX[E









��

� � 


 



 


xdxxd)x(fx]X[E

X
��

�ƖŝŚţ�Ʊŵƺŝ�ŵźƟ�ƪǀƫŵ�ƶŝx

�ƵŻŚŝ�Źŵ�],[ �ƩřźĮŤƳř�ŹřŶƤƯ�İƯ�źƠƇ��ŶƃŚŝ���

� �







































xdx]X[E]XX[E]YX[E

)y(xd
y

y]Y[E
��

�ŹřŶƤƯ�Ŝǀţźţ�Ʋƿř�ƶŝYXŚŝ�Ţſř�źŝřźŝ����

� �
ƩƹřƭƹŵžƳŚƿŹřƹƺĩ
  YXYX 

��

İƯ�ƶƔůǈƯ�ƶĩ�ŹƺƐƳŚưƷ��ŹřŶƤƯ�ŶǀƴĩYXİƯ�źƠƇ���źǀƜŤƯ�ƹŵ�İĮŤƀŝřƹ�ƭŶƗ�İƴƘƯ�ƶŝ�Ʋƿř�ƹ�ŶƃŚŝX�ƹ�YİưƳ��ĪƬŝ�ŶƃŚŝ�İƐų�İĮŤƀŝřƹ�ƭŶƗ�İƴƘƯ�ƶŝ�ƶ

�ŭƺƋƹ�ƶŝ�Ţſř�ƹŶƳōX�ƹ�Y�İƳřƺţ�šŹƺƈŝ�)XY( ƶŤƀŝřƹ�żĮƿŶĪƿ�ƶŝ��ŶƳř���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƱřźƿř�ŢƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵ��
 

�ƩŚŨƯë��źǀƜŤƯ�įƹŹ�ŽŚǀƤƯ�ƹ�ŏŶŞƯ�źǀƜţ�ƩŚưƗř�Śŝ�İƐų�İĮŤƀŞưƷ�ŜƿźƋ�ŶǀƷŵ�ƱŚƄƳ�Ʒ�İƟŵŚƈţ�įŚX�ƹ�YİƯ�İƣŚŝ�źǀƜţ�ƱƹŶŝ���ŶƳŚƯ��
��

ƪů��İƯ�ŹƺƔƴƯ�Ʋƿř�įřźŝ�ĩ�ŢŝŚŧ�İŤƀƿŚŝƮǀƴ���
� �YXdyc,bxa  ��

šŚŞŧř���

� �
Y,X

dyc,bxa

)Y(var)X(var

)Y,X(cov

)Y(varc)X(vara

)Y,X(covca

)dyc(var)bxa(var

)dyc,bxa(cov







  

��

çå�ê��ƩŚŨƯì���ƩŚŨƯ�Źŵæ�ŹřŶƤƯ�)yx(var  Ŷǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ����
�ƩŚŨƯ�ŹŵæŶƯō�ŢſŶŝ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�ƵźǀƜŤƯ�ƹŵ�šǇŚưŤůř�ƩƹŶū����

 
 
��
İƯ�ƮǀƳřŵ��)X,X(cov)X(var ��
 
��

İƯ�ƲƿřźŝŚƴŝ�ŢƃƺƳ�Ʊřƺţ���

� �
)Y,X(cov)Y(var)X(var

)Y,X(cov)Y,Y(cov)X,X(cov

)YX,YX(cov)YX(var)YX(var












��

İƯ�ƲƿřźŝŚƴŝ��źƿŵŚƤƯ�İŤƀƿŚŝ
XYYX ,, Ʈǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�ƩƹŶū�įƹŹ�Żř�řŹ����

� �































































































/)YX(var

]Y[E]X[E]YX[E)Y,X(cov

)()()()(]YX[E

]Y[E]Y[E)Y(var

]X[E]X[E)X(var

]Y[E

]X[E

)(]Y[E

]X[E































��



















X
Y 

























dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

ƮƄƃ�ƪƈƟ��
æ�æ�ë��
 .ƶŤƀƀĭ�ƖƿŻƺţ�Ɩŝřƺţ�İųźŝ���

�Źřźƣ�İſŹźŝ�ŵŹƺƯ�řŹ�ƅŚų�ƖƿŻƺţ�ƹ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�Ŷƴģ�ƮƿŹřŵ�Ŷƈƣ�ƪƈƟ�Ʋƿř�Źŵ�ŶƿŶƃ�Śƴƃō�İƫŚĮģ�ƹ�ƖƿŻƺţ�Ɩŝřƺţ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�İĮƳƺĮģ�Śŝ�ƪŞƣ�ƪƈƟ�Źŵ
ƮǀƷŵ��ƂƿŚƯŻō�Żř�įŹŚǀƀŝ�İƯ�šƹŚƠŤƯ�ľřźƷŚƓ�ƶĪƴƿř�ŵƺūƹ�Śŝ�İƟŵŚƈţ�įŚƷ�ŝİƯ�ŹřŵŹƺųźŝ�İƳŚƀĪƿ�ŢǀƷŚƯ�Żř�ŚƯř�ŶƴƃŚ�İƯ�įƹźǀě�ƺĮƫř�Ĩƿ�Żř�ƹ�ŶƴƃŚŝ��ƶŝ�Ŷƴƴĩ

İƯ�ƮƸƯ�ŚƸƳō�ƖƿŻƺţ�ƹ�İƫŚĮģ�Ɩŝřƺţ�İſŹźŝ�ƶĩ�Ţſř�ƪǀƫŵ�ƲǀưƷ�ŶƃŚŝ����
 ..�ƶƬưū�ƹŵ�ƹ�İƫƺƳźŝ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įř��

ƱŚĪƯř�ŢƀĪƃ�ƹ�ŢǀƤƟƺƯ�ƶŬǀŤƳ�ƹŵ�ŚƸƴţ�İƟŵŚƈţ�ƂƿŚƯŻō�Ĩƿ�įřźŝ�źĭř�źƿŸěİƯ�İƫƺƳźŝ�ƂƿŚƯŻō��ƂƿŚƯŻō�Ʊō�ƶŝ�ŶƃŚŝ���Śŝ�řŹ�ŢǀƤƟƺƯ�ƩŚưŤůř�ƹ�Ʈǀƿƺĭp�ƹ�
�Śŝ�řŹ�ŢƀĪƃqİƯ�ƂƿŚưƳ��ƮǀƷŵ��ŵŹřŵ�İě�Źŵ�řŹ�ƲĪưƯ�ŢƫŚů�ƹŵ�ƶĩ�Ţſř�İƫƺƳźŝ�ƂƿŚƯŻō�Ĩƿ�ƶĪſ�Ĩƿ�śŚţźě�ľǈŨƯ��İƯ��ƹ�ŢǀƤƟƺƯ�řŹ�źǀƃ�ƱŶƯō�ƮǀƳřƺţ

ƮƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�ŢƀĪƃ�řŹ�Ǝų�ƱŶƯō���ŢƫŚů�Ʋƿř�Źŵ�ƶĩ�ŢƀǀƸƿŶŝ




  p,pq���

��
ç�æ��ë��

�įŻƹźǀě�ŵřŶƘţ�Żř�ŢƀţŹŚŞƗ�İƫƺƳźŝ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ��Śƿ�æŹŚŝ���İƫƺƳźŝ�ƂƿŚƯŻō�ƭŚŬƳř�ƶŞţźƯ�Ĩƿ�Źŵ���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�Ŝǀţźţ�Ʋƿř�ƶŝ
�İƫƺƳźŝXŵƺŝ�ŶƷřƺų�źƿŻ�šŹƺƈŝ����

� �














źƿŚſźƿŵŚƤƯ

xq

xp

)x(fX


��

źŝ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŵŚưƳ�Śŝ�řŹ�İƫƺƳ)p,(B İƯ�ƂƿŚưƳ���ŵŶƗ�Ʊō�Źŵ�ƶĩ�ƮǀƷŵæŢſř�ƂƿŚƯŻō�ƭŚŬƳř�ŹŚŞĪƿ�ƵŶƴƷŵ�ƂƿŚưƳ����İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ
İƯ�ƮƷ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�řŹ�İƫƺƳźŝ�ŢƃƺƳ�Ʊřƺţ���

� �
źƿŚſźƿŵŚƤƯ






  ,xqpf xx

)x(��

�ŢſŶŝ�řŹ�İƫƺƳźŝ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ��ŶǀƯř�ƩŚůİƯ�ƮƿŹƹō���

� �
pqp]X[E

pqp]X[E





 






��

��
žě�� �qp)p(ppp]X[E]x[E)x(var  ��

Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝ���
� �qepeqep]e[E)t(m ttttx

X   ��
ç�ë��

�ƩŚŨƯæ���İƈŴƃêİƯ�ƎǀƬŝ��İƯ�įŹřŶƿźų�ƎǀƬŝ�Ĩƿ�įƹ�Żř�Ţſř�İŝǈƣ�ŚƸƳō�Żř�İĪƿ�ƶĩ�ŶƃƹźƟ�İƯ�Źřźƣ��ƮǀƳ�ƮǀƷŵ���

� �





źĭřƎǀƬŝƾŝǈƣřŹƽŹřŶƿźųƵŵźĩƮǀƃŚŝ

ή̳ςϴϠΑϲϠλέϱέΪϳήΧϩΩή̯ϢϴηΎΑ
X

��

ŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜXŶƿŹƹō�ŢſŶŝ�řŹ����ƹ]X[E,]X[varŶƿŹƹō�ŢſŶŝ�řŹ����
��

ƪů���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƶĪƴƿř�ƶŝ�ƶūƺţ�ŚŝXİƯ�ƱŚƄƳ�řŹ�ŢƀĪƃ�ƹ�ŢǀƤƟƺƯ�ŢƫŚů�ƹŵ��İƯ�įƹźǀě�İƫƺƳźŝ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Żř�ƲƿřźŝŚƴŝ�ŶƷŵ�Ŷƴĩ���ŹřŶƤƯ�ŢƫŚů
�ƩŚưŤůřp�ƹ�qİƯ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ��Ʈǀƴĩ���

id12159234 pdfMachine by Broadgun Software  - a great PDF writer!  - a great PDF creator! - http://www.pdfmachine.com  http://www.broadgun.com 

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

� �



�ŵƺƃ�įŹřŶƿźų�İƬƇř�ƎǀƬŝ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůřp��

� �

  pq��

Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƲƿřźŝŚƴŝ���

� �












































qp]X[var

p]X[E

ήϳΎγήϳΩΎϘϣ

x

x

)x(f





��

�ŵŶƗ



]X[EİƯ�ƱŚƄƳ���ľǈŨƯ�źƔƳ�ŵŹƺƯ�İƈŴƃ�Żř�źĭř�ƶĩ�ŶƷŵæååƶŤƃřŵ�ŹŚƔŤƳř�ŶƿŚŝ�Ʈǀƴĩ�įŹřŶƿźų�ƎǀƬŝ�ŵŶƗ��ƮǀƃŚŝ�

 �Żř�ŵŶƗ�

ƎǀƬŝ�ŶƴƃŚŝ�İƬƇř�ŚƷ����
è�ë�� .ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ��įř��

�řŹ�İƫƺƳźŝ�ƂƿŚƯŻō�Ĩƿ�źĭřn�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƹ�ƮǀƷŵ�ƭŚŬƳř�ƪƤŤƀƯ�ŹƺƐŝ�ŹŚŝ�XįŻƹźǀě�ŵřŶƘţ�Śŝ�źŝřźŝ�řŹ���Ʋƿř�Źŵ�ŚƷn�Źŵ��ƮƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�ƂƿŚƯŻō�ƭŚŬƳř�ŹŚŝ�
Ʋƿř�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�šŹƺƇ�XƶƬưū�ƹŵ�řŹ��İƯ�įř�ƮǀƯŚƳ���

ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ�İƯ�įř��ƶĩ�įźƿŵŚƤƯ�İŤƀƿŚŝXİƯ�ƩƺŞƣ��ƮƿŹƹŚǀŝ�ŢſŶŝ� řźƳō�ƩŚưŤůř�ŹřŶƤƯ�ƹ�Ŷƴĩ� ��ƶĩ� ŚŬƳō�Żř
ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įŻƹźǀě�ŵřŶƘţ�įř��Źŵ�ŚƷnİƯ�İƫƺƳźŝ�ƂƿŚƯŻō�ƪƤŤƀƯ�ƭŚŬƳř�Żř�ŹŚŝ��įŻƹźǀě�ŵřŶƘţ�ƲƿřźŝŚƴŝ�ŶƃŚŝ�İƯ�ŚƷ��źƿŵŚƤƯ�Żř�Ĩƿ�źƷ�ŶƳřƺţ�Śţ�n�
�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůř�ƹ�ŶƃŚŝx�Źŵ�ƹ�Żƹźǀě�ŹŚŝ�xn Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�ŚƸƄƿŚƯŻō�ƩǈƤŤſř�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƮƿŹƺŴŝ�ŢƀĪƃ�ƵŶƳŚưǀƣŚŝ�ƂƿŚƯŻō�ŹŚŝ�����

� �xnx

xnx

qp)qq.q()pp.p( 











ŹŚŝŹŚŝ
��

Ư�Ʋƿř�ŚƯř�Żř�Ĩƿ�ƭřŶĩ�Źŵ�ƶĩ�ƶƫŚƀnŢſř�ƮƸƯ�żǀƳ�Ʈƿƺƃ�Żƹźǀě�ƂƿŚƯŻō����ƶŝ�İƃŹŚưƃ�ŶƗřƺƣ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ








x

nİƯ�ƢƿźƇ���Źŵ�Ʊřƺţn�Ŷƃ�Żƹźǀě�ƂƿŚƯŻō�

ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝ�ƩŚưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƲƿřźŝŚƴŝ��įřXŚŝ�Ţſř�źŝřźŝ����

� �
źƿŚſźƿŵŚƤƯ















 n,,,,xqp
x

n
)x(f xnx

X 
��

�źĭřnX,,X,X �ƶƗƺưŬƯ�nƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƞƿźƘţ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�ŶƴƃŚŝ�İƫƺƳźŝ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ���įřXŻř�ŢƀţŹŚŞƗ����
� �nXXXX  ��

ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ��šŹƺƈŝ�řŹ�įř)p,n(B~XİƯ�ƂƿŚưƳ��İƯ�źŤƯřŹŚě�ƹŵ�ƪƯŚƃ�ƶĩ�ƮǀƷŵ�ŶƃŚŝ���
p�įŻƹźǀě�ƩŚưŤůř���
nŚƸƄƿŚƯŻō�ŵřŶƘţ���

ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Żř�İƇŚų�ŢƫŚů�İƫƺƳźŝ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŜŤƿźţ�Ʋƿř�ƶŝ��źŤƯřŹŚě�Śŝ�įřnİƯ��ŶƃŚŝ���
ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ��İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�źƿŵŚƤƯ�ƶŞſŚŰƯ�ƶŝ�ƩŚů�İƯ�įř�ƮƿŻřŵźě���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

�ƶŞſŚŰƯ�įřźŝ]X[EİƯ�ƶūƺţ��ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƶĩ�Ʈǀƴĩ��įřX� Żř�ƶƬƇŚů�ŪƿŚŤƳ�ƕƺưŬƯ� Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�n�İƫƺƳźŝ�ƂƿŚƯŻō�ƪƤŤƀƯ�ƭŚŬƳř� ŹŚŝ�
ƲƿřźŝŚƴŝ���

� �

 



 





















n

i

n

i
i

n

i
i

n

i

n

i
i

n

i
i

qpnqp)X(var)X(VAR)X(var

pnp]X[EXE]X[E

 

��

Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝ���

� �

   

       


ntt

n

tt

txtxtxtXtXtX

tXtXtX
X(t

tx
X

)qep()qep()qep()qep(

eEeEeEeeeE

eEeEeE)t(m

nn

n

n

i
i



























ŹŚŝ










��

ê�ë�ƩŚŨƯ�ç�ŨƯ�Źŵ�źĭř��ƩŚæ�ŵřŶƘţ�æåİƯ�įŹřŶƿźų�ƵŶƴƃƹźƟ�Żř�ƎǀƬŝ���źǀƜŤƯ�ƹ�ƮǀƴĩXƎǀƬŝ�ŵřŶƘţ�řŹ��ƮƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�İƬƇř�įŚƷ��ŢƀŝƺƬƐƯ����
ƞƫř���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƩŚưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţX���
ś���İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ŹřŵƺưƳ�ƮſŹX���
ũ��ŶƯ�ŹřŶƤƯ���
ŵ���źǀƜŤƯ�žƳŚƿŹřƹ�ƹ�ŶǀƯřX. 

 
ƪů��ƞƫř��İƯ�ƶƫŚƀƯ�Ʋƿř�Źŵ�źŝ�ƂƿŚƯŻō�Ĩƿ�İŤƀƿŚŝ�řŹ�İƫƺƳæå�ƲƿřźŝŚƴŝ�Ʈǀƴĩ�ŹřźĪţ�ƪƤŤƀƯ�šŹƺƈŝ�ƶŞţźƯ�XƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ��İƯ�įř��ƹ�ŶƃŚŝ

Żř�ŢƀţŹŚŞƗ�Ʊō�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ����

� �

źƿŚſźƿŵŚƤƯ















 









 ,,,,x)()(
x

)x(f

),(B~X

xx

X
��

�įřŻř�ƶŝ�řŹ�ƩŚưŤůř�ŹřŶƤƯ�ƩŚů,,x İƯ�ŢſŶŝ��ƮƿŹƹř���

� �

















































































/)()()x(f

/)()()x(f

)()()x(f

)()()x(f

)()()x(f

X

X

X

X

X






























































��

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

� �































































































































/)()()x(f

/)()()x(f

/)()()x(f

/)()()x(f

/)()()x(f

/)()()x(f

/)()()x(f

X

X

X

X

X

X

X









































































��
ś���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�İƬǀƐŤƀƯ�ŹřŵƺưƳ�ƩŚůXİƯ�ŢſŶŝ�źƿŻ�šŹƺƈŝ��Ŷƿō���
��
��
��
��
��
��
��

�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ











  






x

xx )()(
x

İƯ��ś�Ŷƃř����

ũ���Żř�įŹřŶƤƯ�ŶƯ�ƶĩ�ŶƿŹřŵ�ŵŚƿ�ƶŝ�ƭƹŵ�ƪƈƟ�ŻřXİƯ�ƮưƿżĩŚƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�Ʊō�įřŻř�ƶŝ�ƶĩ�Ţſř��ŵƺƃ��ƜŤƯ�ŶƯ�ƶĩ�ŢſřŶǀě�ŭƺƋƹ�ƶŝ�ŹřŵƺưƳ�įƹŹ�Żř�źǀ
�İƟŵŚƈţXŚŝ�źŝřźŝ�� �xİƯ��ŶƃŚŝ� ��Ŷƿźų�ŹŚŝ�źƷ�įřŻř�ƶŝ�İƴƘƿæå�ŵŚƿŻ�ƩŚưŤůř�ƶŝ�ƵŶƴƃƹźƟ�Żř�ƎǀƬŝ�ŵŶƗ�)/( İƯ�żǀƳ�ƖƿŻƺţ�ƶƳŚǀƯ���řźƿŻ�ŶƃŚŝ

xƶƐƤƳ�Ʋǀƫƹř���Śŝ�įƹŚƀƯ�Śƿ�źŤĭŹżŝ�ƖƿŻƺţ�ƖŝŚţ�ŹřŶƤƯ�Ʊō�Źŵ�ƶĩ�Ţƀƿř

İƯ��İƴƘƿ�ŵƺƃ��


  )x(F

X
���

ŵ����

� �


















qpn)X(var

pn]X[E
��

İƯ�ƶƔůǈƯ�ƶĩ�ŹƺƐƳŚưƷ��İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ŹřŶƤƯ�ŶǀƴĩX�źŝřźŝ�íİƯ���ƩŚŨƯ�Źŵ�ƶĩ�Ţſř�ƪǀƫŵ�ƲǀưƷ�ƶŝ�ŶƃŚŝæ�źĭř�ƶĩ�Ʈƿŵřŵ�ƱŚƄƳ�æåå�ƵŶƴƃƹźƟ�Żř�ƎǀƬŝ�

�ƎſƺŤƯ�ŹƺƏ�ƶŝ�Ʈǀƴĩ�ŢƟŚƿŹŵ

 İƯ�İƬƇř�ŚƸƳō�Żř�ŵŶƗ��ŶƴƃŚŝ���

æ�ì�ë� ..�ƶƬưū�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�ŶƯ�įř��

          

/

/

/

)x(fX

x

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

İƯ� ŚƯř�ƮƿŵƺưƳ� ƵŵŚƠŤſř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ� Żř� ŶƯ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ�ƪŞƣ�ƩŚŨƯ� Źŵ��źƿŵŚƤƯ�ƲŤƃřŵ� Śŝ� ŚƸƴţ� ƹ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ� Żř� ƵŵŚƠŤſř�ƱƹŶŝ� řŹ�ŶƯ� ŹřŶƤƯ�Ʊřƺţ
źŤƯřŹŚě�ƶƬưū�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�įŚƷ�ſŶŝ�įřŵŹƹō�Ţ��İƯ�ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƮǀƳřŵ�İƯ�ƶŤƀƀĭ�įř��ƲƿźŤƄǀŝ�ŶƯ�ŹřŶƤƯ�įřŻř�ƶŝ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�Ʊƺģ�İƟźƏ�Żř�ŶƃŚŝ

İƯ�ƩƺŞƣ�řŹ�ŹřŶƤƯ�ƮƿŹřŵ�ƲƿřźŝŚƴŝ�Ŷƴĩ���

� �































































)n(pxppnx

qpnqpxxqp)xn(x

qp
!))x(n(!)x(

!n
!)xn(!x

!n

qp
x

n
qp

x

n
)(

)()x(f)x(f

)()x(f)x(f

MM

MMMM

MMMM

)x(nx

M

xnx

M

MM

MM

MMMM

��

ç�ì�ë�ƶƐŝřŹ�Żř�Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝ��ç��İƯ�ŢƟźĭ�ƶŬǀŤƳ�Ʊřƺţ���
� �p)n(xM ��

ƿŹřŵ�ƶŬǀŤƳ�ŹŵƮ���
� �)n(px)n(p M  ��

�źĭř�ƩŚůp)n( �ŶƃŚŝ�ŮǀŰƇ�įŵŶƗ�  )n(p�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŶƯ�ƹŵ�źƷ�ƹ�Ţſř�ŮǀŰƇ�įŵŶƗ�żǀƳ�XİƯ���ƹŵ�Ʋǀŝ�šŹƺƇ�Ʋƿř�źǀƛ�Źŵ�ŶƴƃŚŝ
�ŵŶƗp)n( �ƹ�  )n(p�ŵŹřŵ�ŵƺūƹ�ŪǀŬƇ�ŵŶƗ�Ĩƿ�ŚƸƴţ�ƶƬưū�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�ŶƯ�ŵŶƗ�Ʊō�ƶĩ�İƯ�įř�ŶƃŚŝ���
��

�ƩŚŨƯè�ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜţ�ŶƯ��ŶƿŹƹō�ŢſŶŝ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�ƱƹŶŝ�řŹ�ƪŞƣ�ƩŚŨƯ�Źŵ�įř���
��

ƪů��XƶƬưū�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�įřŹřŵ��źŤƯřŹŚě�Śŝ�įř��įŚƷ



 n,pİƯ��ŶƃŚŝ����

ƲƿřźŝŚƴŝ����

� �



















MM

M

xx

)(x)(
��

æ�í�ë�.��İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ʃƹř�ƕƺƳ���
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�źĭřX�źǀƜŤƯ�Ʊō�ƶŝ�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ� �İƫƺƳźŝ�ƪƤŤƀƯ�įŚƸƄƿŚƯŻō�ƭŚŬƳř�Źŵ�įŻƹźǀě�Ʋǀƫƹř�ƶŝ�ƱŶǀſŹ�Żř�ƪŞƣ�ŚƸŤƀĪƃ�ŵřŶƘţ�Śŝ�ŶƃŚŝ�źŝřźŝ�

İƯ�Ʃƹř�ƕƺƳ�Żř�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�Ʈǀƿƺĭ���įřźŝ�ƶĪſ�Ĩƿ�śŚţźě�šŚƘƟŵ�ŵřŶƘţ�ƩŚŨƯ�ƱřƺƴƗ�ƶŝźǀƃ�Ʋǀƫƹř�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�Śţ�ƝŶƷ�ƶŝ�ĨǀƬƃ�šŚƘƟŵ�ŵřŶƘţ�Śƿ�
ƶƳƺưƳ��ƝŶƷ�Śŝ�ƶƫƺƬĭ�ŵŹƺųźŝ�Ʋǀƫƹř�Żř�ƪŞƣ�źǀƜŤƯ�Żř�İƿŚƷ�İƯ�Ʃƹř�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�įŚƷ�ŶƴƃŚŝ���

İƯ�ƶūƺţ�Ʃƹř�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ��ƶĩ�ƮǀƴĩX�źƿŵŚƤƯ� ,, İƯ�ƩƺŞƣ�řŹ��ƴĩ�Ʋƿźųō�Źŵ�ƶĩ�ŚŬƳō�Żř�ƹ�Ŷ��
İƯ� Żƹźǀě�ƂƿŚƯŻō�� Źŵ�ƲƿřźŝŚƴŝ�ƮƿƺƃxƵŵŹƺų�ŢƀĪƃ�ƪŞƣ�ƂƿŚƯŻō���Ţſř�źŝřźŝ�Ʊō�ƩŚưŤůř� �ŚƸƄƿŚƯŻō�ƩǈƤŤſř�ƪǀƫŵ�ƶŝ�ƶĩ�Ʈƿřxq�Źŵ�ƶĪƴƿř�įřźŝ� ƹ�

İƯ�Ʈƿƺƃ�Żƹźǀě�įŶƘŝ�ƂƿŚƯŻō��ƩŚưŤůř�İŤƀƿŚŝp��įŻƹźǀě���ŵŶƗ�Źŵ�řŹxqƲƿřźŝŚƴŝ�Ʈǀƴĩ�śźƋ����

� �
źƿŚſźƿŵŚƤƯ

 ,,xqp)x(f x

X


��

İƯ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�Ʃƹř�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ��İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ƩŚů�Ʈǀƴĩ���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

� � 
t

xt

x

tXx

x

tXtX
X

eq

p
)qe(peqpeeE)t(M


 







 

��

İƯ�ƵŵŚƠŤſř�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�Żř�žƳŚƿŹřƹ�ƹ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ�Ʈǀƴĩ���

� �

















p

qpq
|

)eq(

eqp)eq(eq)eq(eqp
|)t(M]X[E

p

q

)q(

qp
|

)eq(

eqp
|)t(M]X[E

tt

ttttt

tX

tt

t

tX

























��

žě���

� �








p

q

p

)qp(q

p

q

p

qqp
]X[E]X[E)X(var 





��

Ö�Ó�ƩŚŨƯ�Ñ�İƯ�ĨǀƬƃ�İƟŶƷ�ƶŝ�İƈŴƃ��Ŷƴĩ���ƩŚưŤůř�Śŝ�ƶƫƺƬĭ

İƯ�ŵŹƺųźŝ�ƝŶƷ�ƶŝ���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�źĭř�ŶƴĩX�ŵŹƺƯ�Żř�ƪŞƣ�ŚƸĪǀƬƃ�ŵřŶƘţ�řŹ�

ƮƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�ƝŶƷ�Ʊŵřŵ�Źřźƣ�ŢŝŚƇř��ŢƀŝƺƬƐƯ���
ƞƫř���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţX���
ś���ĨǀƬƃ�Źŵ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůřìŶƳżŝ�řŹ�ƝŶƷ�ƭř���
ũ��Ţſř�ƭŻǇ�ŵźǀĮŝ�Źřźƣ�ŢŝŚƇř�ŵŹƺƯ�ƝŶƷ�ƶĪƴƿř�Żř�ƪŞƣ�ĨǀƬƃ�ŹŚŝ�Ŷƴģ�ƎſƺŤƯ�ŹƺƏ�ƶŝ���
ŵ���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝ�řŹ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹXŶǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ����
��

ƪů��ƞƫř���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯXİƯ�Ʃƹř�ƕƺƳ�Żř�İſŶƴƷ���źŤƯřŹŚě�Śŝ�ƹ�ŶƃŚŝ



pİƯ�ŢſŶŝ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�Ʊō�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƲƿřźŝŚƴŝ��Ŷƿō���

� �
źƿŚſźƿŵŚƤƯ





 ,,x)()x(f x 






��

ś���ĨǀƬƃ�Źŵ�ƶĪƴƿř�įřźŝìİƯ�ŶƳżŝ�řŹ�ƝŶƷ�ƭř��İŤƀƿŚŝëƲƿřźŝŚƴŝ�ƮǀƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�ƢƟƺƯŚƳ�ĨǀƬƃ��� �




  /)()x(f ��

ũ���ŶǀƯř�İŤƀƿŚŝ�ƱŵŻ�Żř�ƪŞƣ�ŚƸĪǀƬƃ�ŵřŶƘţ�ƎſƺŤƯ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƋŚƿŹXƮƿŹƹō�ŢſŶŝ�řŹ����

� �









p

q
]X[E��

İƯ�ƆƈŴƃ�ƲƿřźŝŚƴŝ�ŶƳżŝ�řŹ�ƝŶƷ�ŢƀĪƃ�Ĩƿ�Żř�žě�šŚƣƹř�źŤƄǀŝ�İŤƀƿŚŝ���
ŵ����

� �

tttX
eeqe

p
)t(M

p

q
)X(var

































��

æå�ë� ..��İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ʃƹř�ƕƺƳ���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯXŝ�ƱŶǀſŹ�įřźŝ� ŚƸƄƿŚƯŻō�ŵřŶƘţ� řŹ�ƂƿŚƯŻō� Źŵ�įŻƹźǀě�Ʋǀƫƹř�ƶ�İƯ�źƔƳ� Źŵ�İƫƺƳźŝ�ƪƤŤƀƯ�įŚƷ�Ʈƿźǀĭ� ��šŹƺƇ�Ʋƿř� ŹŵX�źǀƜŤƯ�Ĩƿ�
Ţſř� ƭƹŵ�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�İƯ�ƶūƺţ� řŶŤŝř� ƭƹŵ�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ� źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ��įřźŝ�ƂƿŚƯŻō�Ĩƿ�ƪƣřŶů�ƶĩ�Ʈǀƴĩ

Źŵ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůř��Ţſř�ŻŚǀƳ�ŵŹƺƯ�įŻƹźǀě�Ʋǀƫƹř�ƶŝ�ƱŶǀſŹ�ƂƿŚƯŻō�x�Źŵ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůř�Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�Ʈƿƺƃ�Żƹźǀě�ƭřx�ƵŵŹƺų�ŢƀĪƃ�İƬŞƣ�ƂƿŚƯŻō�
�ƩŚưŤůř�Śŝ�İƫƹř�ƶĩ�Ʈƿƺƃ�Żƹźǀě�źųō�ƂƿŚƯŻō�Źŵ�ƹxqƩŚưŤůř�Śŝ�İƯƹŵ�ƹ� pİƯ�űŹ��ŶƷŵ��İƯ�ŢſŶŝ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƶŬǀŤƳ�Ŷƿō���

� �
źƿŚſźƿŵŚƤƯ






 ,,xqp)x(f x

X


��

�įřźŝ�ŚƸƄƿŚƯŻō�ŵřŶƘţ�ƭƹŵ�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƶĩ�ŚŬƳō�Żř��Ţſř�Źřźƣźŝ�İưǀƤŤƀƯ�ƶƐŝřŹ�ƭƹŵ�ƹ�Ʃƹř�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ʋǀŝ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ
İƯ�ƲƿřźŝŚƴŝ�Ţſř�įŻƹźǀě�Ʋǀƫƹř�ƶŝ�ƱŶǀſŹ�źųō�ƂƿŚƯŻō�źǀƛ�ƮƿŹƺŴŝ�ŢƀĪƃ�ŚƸƄƿŚƯŻō�ƭŚưţ�Źŵ�İŤƀƿŚŝ���źĭřY�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ��ƹ�ŶƃŚŝ�ƭƹŵX�

�ƶƐŝřŹ��Ʃƹř�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�źǀƜŤƯ�ĨƿXYİƯ�Źřźƣźŝ�ƹŶƴƿř�Ʋǀŝ��ŶƃŚŝ��İƯ�ƶƐŝřŹ�Ʋƿř�Ĩưĩ�Śŝ��źǀƜŤƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ��ŶǀƯř�İŤůřŹ�ƶŝ�Ʊřƺţ
ŵŹƹō�ŢſŶŝ�Ʃƹř�ƕƺƳ�įƹŹ�Żř�řŹ�ƭƹŵ�ƕƺƳ�İſŶƴƷ���

� �

t
ttXtttYtY

Y
eq

p
e]e[Ee]e[E]e[E)t(M

p

q
)X(var)X(var)Y(var

pP
q

]X[E]X[E]Y[E
















��

�ƩŚŨƯê��İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Y�ƝŶƷ�ƶŝ�ƶƫƺƬĭ�ŢŝŚƇř�Ʋǀƫƹř�ƶŝ�ƱŶǀſŹ�įřźŝ�ŚƸĪǀƬƃ�ŵřŶƘţ�řŹ�İƯ�źƔƳ�Źŵ�ƪŞƣ�ƩŚŨƯ�Źŵ�Ʈƿźǀĭ���
ŢƀŝƺƬƐƯ���

ƞƫř���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţX���
ś��ŵźǀĭ�Źřźƣ�ƶƫƺƬĭ�ŢŝŚƇř�ŵŹƺƯ�ƝŶƷ�ƂƿŚƯŻō�ŕŵ�Śŝ�įƹŚƀƯ�Śƿ�źŤưĩ�Źŵ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůř���
ũ��ƝŶƷ�ƱŵŻ�įřźŝ�ŚƸĪǀƬƃ�ŵřŶƘţ�ƎſƺŤƯ���
ŵ��ŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖY���

ƪů��ƞƫř��YİƯ�źƿŻ�šŹƺƈŝ�Ʊō�İƫŚĮģ�ƕŚţ�ƲƿřźŝŚƴŝ�Ţſř�ƭƹŵ�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ��ŶƃŚŝ���

� �
źƿŚſźƿŵŚƤƯ






 ,,y)()y(f y

Y






 

��

ś��İƯ�ŵźǀĭ�Źřźƣ�ŢŝŚƇř�ŵŹƺƯ�ƝŶƷ�ƂƿŚƯŻō�ƹŵ�Śŝ�įƹŚƀƯ�Śƿ�źŤưĩ�Źŵ�ƶĪƴƿř�įřźŝ��ƩŚưŤůř�İŤƀƿŚŝ)y(f)y(f  ŰƯ�řŹ�Ʈǀƴĩ�ƶŞſŚ���

� �



















  /)()()()()()y(f)y(f 

��

ũ��� �







/
p

]Y[E ��

Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝ���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

ŵ�� �

t

t

t

t

Y
e

e

e

e
)t(m

p

q
)Y(var





























��

��
Î�Î�Ï�Ó� .�ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ��İƠƴƯ�įř�Ʃƹř�ƕƺƳ���

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�źĭřX�ƶŝ�ƱŶǀſŹ�Żř�ƪŞƣ�ŚƸŤƀĪƃ�ŵřŶƘţ�kŻō�ƪƤŤƀƯ�ŹřźĪţ�Źŵ�įŻƹźǀě�ƲǀƯř�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ʊō�ƶŝ�ŵƺƃ�ƶŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�İƫƺƳźŝ�įŚƸƄƿŚƯ
ƶƬưū�İƯ�Ʃƹř�ƕƺƳ�Żř�İƠƴƯ�įř�Ʈǀƿƺĭ���

� źĭř�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţkƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŶƃŚŝ��İƯ�Ʃƹř�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƱŚưƷ�Ʃƹř�ƕƺƳ�İƠƴƯ�įř�ŶƃŚŝ� ��ƖŝŚţ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ
ū� ƹŵ�İƟŵŚƈţ� źǀƜŤƯ�İƫŚĮģƶƬư��įŻƹźǀě� źųō�ƂƿŚƯŻō� Źŵ� ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�Ʃƹř� ƕƺƳ�İƠƴƯ�įřkİƯ�űŹ�ƭř��ŶƷŵ��İƬŞƣ�įŚƸƄƿŚƯŻō� Źŵ�ƲƿřźŝŚƴŝk�ŹŚŝ�

�ƹ�įŻƹźǀěxƲǀŝ�Żř�İƴƘƿ�Ţſř�Ƶŵřŵ�űŹ�ŢƀĪƃ�ŹŚŝ�  kxİƯ�ƂƿŚƯŻō���İŤƀƿŚŝkŚưŤůř�ƶĩ�Ʈƿƺƃ�Żƹźǀě�ŹŚŝ��Ʊō�ƩkpİƯ���ƩŚưŤůř�ƹ�ŶƃŚŝ

�ƶĪƴƿřx�ƶŝ�ƶĩ�Ţſř�ƮƸƯ�ƮƷ�ƮƿŹƺŴŝ�ŢƀĪƃ�ŹŚŝ�






 

x

kx Ţſř�ƲĪưƯ�ƢƿźƏ����ƩŚưŤůř�Śŝ�ƮƷ�ƂƿŚƯŻō�Ʋƿźųō�Źŵ�ľŚŤƿŚƸƳpİƯ�Żƹźǀě���ƱŚưƷ�ƶĩ�Ʈƿƺƃ

kŢſř�įŻƹźǀě�ƲǀƯř��źƿŻ�šŹƺƈŝ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ơƺƟ�ŵŹřƺƯ�śźƋ�Śŝ�Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝİƯ�ŢſŶŝ��Ŷƿō���

� � ,,,xpq
x

kx
)x(f kx

X









 
��

ƶƐŝřŹ�ƶƬưū�ƹŵ�ƹ�İƫƺƳźŝ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ʋǀŝ�ƶƐŝřŹ�ƶŝŚƄƯ�įř�ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƹ�Ʃƹř�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ʋǀŝ� ŚƯ�įř��Ʃƹř�ƕƺƳ�İƠƴƯ�įř
Ţſř�ŵƺūƺƯ���ƂƿŚƯŻō�Ĩƿ�Ŷǀƴĩ�ƉźƟƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Żř�Ʊō�ƶŝ�ƍƺŝźƯ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƶĩ�řŹİƯ�Ʃƹř����ŶƃŚŝk�řŹ�ƶƬƇŚů�ŪƿŚŤƳ�ƹ�Ʈǀƴĩ�ŹřźĪţ�ŹŚŝ�

�ƶŝ�ƱŶǀſŹ�Żř�ƪŞƣ�ŚƸŤƀĪƃ�ŵřŶƘţ�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�Ʈǀƴĩ�Ɩưū�źĮƿŶĪƿ�ŚŝkİƯ�ŢſŶŝ�řŹ�įŻƹźǀě�ƲǀƯř�ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƱŚưƷ�ƶĩ�ƮƿŹƹō��ƕƺƳ�İƠƴƯ�įř
�ƹ�ŶƃŚŝ�ƩƹřKX,X,X źǀƜŤƯ��ƃŚŝ�Ʃƹř�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�įŚƷƮƿŹřŵ�Ŷƴ���

� �KXXXY  ��
ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ��İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�ơƺƟ�ƶƐŝřŹ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�İƯ�ƶŞſŚŰƯ�řŹ�Ʃƹř�ƕƺƳ�İƠƴƯ�įř�Ʈǀƴĩ���

� �   

k
tttt

tXtXtX

tXtXtX
Xt

tX
X

k

i

k

i
i

k

i
i

k

i

k

i
K

k

i
i

)
eq

p
()

eq

p
()

eq

p
()

eq

p
(

]e[E]e[E]e[E

eeeEeEeE)t(m

p

q
k

p

q
)X(var)X(var)X(var

p

q
k

p

q
]X[EXE]X[E

K

K

k

i
















































 



 









 







��

æè�ë�ƩŚŨƯ�ë��İƟŵŚƈţ� źǀƜŤƯ�X�ŢŝŚƇř� Żř�ƪŞƣ� ƶƫƺƬĭ�ƲŤƟŹ� ŚƐų� ƶŝ�šŚƘƟŵ� ŵřŶƘţ� řŹ�èƯř�ƩŚŨƯ� Źŵ�ƝŶƷ� ƶŝ� ƶƫƺƬĭ� ŹŚŝ�ƲǀéİƯ� źƔƳ� Źŵ����Ʈƿźǀĭ
ŢƀŝƺƬƐƯ���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

ƞƫř���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţX���
ś���Żř�žě�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůřçƮǀƳżŝ�ƝŶƷ�ƶŝ�ŹŚŝ�ƲǀƯƺſ�įřźŝ�ƶƫƺƬĭ�ƲŤƟŹ�ŚƐų�ŹŚŝ����
ũ��ƝŶƷ�ƶŝ�ƭƺſ�ŢŝŚƇř�Żř�ƪŞƣ�ƶƫƺƬĭ�ƲŤƟŹ�ŚƐų�ŵřŶƘţ�ƎſƺŤƯ���
ŵ��ƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ�İX���
��

ƪů��ƞƫř���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯXƶƬưū�ƹŵ�İƫŚĮģ�ƖƫŚţ�Żř��İƯ�įƹźǀě�Ʃƹř�ƕƺƳ�İƠƴƯ�įř��Śŝ�Ʊō�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƲƿřźŝŚƴŝ�Ŷƴĩ



p�ƹ�kŚŝ�Ţſř�źŝřźŝ����

� �






)()(
x

x
)x(f x

X







 
��

��

ś���� �







  /)()()x(f 







��

ũ��� �






 
p

q
K]X[E��

Ƙƿ�Żř�žě�ƎſƺŤƯ�ŹƺƐŝ�İƴÏŵřŵ�Źřźƣ�ŢŝŚƇř�ŵŹƺƯ�řŹ�ƝŶƷ�ƱřƺŤŝ�ŶƿŚŝ�ƶƫƺƬĭ�ƲŤƟŹ�ŚƐų�ŹŚŝ����
ƲǀƴĤưƷ���

ŵ��� �








 
p

q
k)X(var��

Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝ�� �







)

e
()

eq

p
()t(m

t

k
tX






��

æé�ë�.�ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ��İƠƴƯ�įř�ƭƹŵ�ƕƺƳ���
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯXō�ŵŶƘţ�Śŝ�źŝřźŝ�řŹ��ƶŝ�ƱŶǀſŹ�įřźŝ�ƭŻǇ�įŚƸƄƿŚƯŻkİƯ�źƔƳ�Źŵ�İƫƺƳźŝ�įŚƸƄƿŚƯŻō�ƪƤŤƀƯ�ŹřźĪţ�Źŵ�įŻƹźǀě�ƲǀƯř�Ʈƿźǀĭ���šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯXƶƬưū�ƹŵ�řŹ��İƯ�ƭƹŵ�ƕƺƳ�İƠƴƯ�įř�ƲǀƯŚƳ���

ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ�ŤƯ�Śŝ�Ʊō�İƬƇř�šƹŚƠţ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�řŶŤŝř�ƭƹŵ�ƕƺƳ�İƠƴƯ�įřƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜ��Źŵ�Ʃƹř�ƕƺƳ�įř
�ŵřŶƘţ�Ʃƹř�ƕƺƳ�Źŵ�ƶĩ�Ţſř�ƲƿřkİƯ�ƩƺŞƣ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƶĩ�įźƿŵŚƤƯ�ƶŞſŚŰƯ�Źŵ�įŻƹźǀě�ŹŚŝ��İưƳ�ƶŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ�Ŷƴĩ��źĭř�ƲƿřźŝŚƴŝ�ŵƺƃY�źǀƜŤƯ�Ĩƿ�

ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ��ƹ�ŶƃŚŝ�ƭƹŵ�ƕƺƳ�İƠƴƯ�įřXſř�Źřźƣźŝ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƹŵ�Ʋƿř�Ʋǀŝ�źƿŻ�ƶƐŝřŹ�Ʃƹř�ƕƺƳ�Ţ���

� �




,k,k,ky

,,,xKXY







��

�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƲƿřźŝŚƴŝY�źǀƜţ�Śŝ�żǀƳ�X�ƶŝ�KY ƶƬưū�ƹŵ�İƫŚĮģ�ƖƫŚţ�Źŵ��İƯ�ŢſŶŝ�Ʃƹř�ƕƺƳ�İƠƴƯ�įř�Ŷƿō���

� �
,k,k,kypq

k

y
)y(f

pq
ky

y
)y(fpq

x

kx
)x(f

kky
Y

kky
Y

kyxkx
X

































 







 






��

�źĭřKX,X,X �ƶƗƺưŬƯ�k�ƹ�ŶƴƃŚŝ�ƭƹŵ�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�YİƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ�ƶƬưū�ƹŵ���ŚƸƳō�Ʋǀŝ�źƿŻ�ƶƐŝřŹ�ŶƃŚŝ�ƭƹŵ�ƕƺƳ�İƠƴƯ�įř
Ţſř�Źřźƣźŝ���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

� �KXXXY  ��
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�źƷiXŚƯŻō�ŵřŶƘţ�Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ���Żř�ƪƇŚů�ŪƿŚŤƳ�źĭř�ƩŚů��įŻƹźǀě�Ʋǀƫƹř�ƶŝ�ƱŶǀſŹ�įřźŝ�ŚƸƄƿk�Śŝ�řŹ�ƭƹŵ�ƕƺƳ�İſŶƴƷ�İƟŵŚƈţ�ƂƿŚƯŻō�
Ʈǀƴĩ�Ɩưū�źĮƿŶĪƿ�ƶŝ�ƱŶǀſŹ�įřźŝ�ƭŻǇ�įŚƸƄƿŚƯŻō�ŵřŶƘţ�kİƯ�ŢſŶŝ�įŻƹźǀě�ƲǀƯř�Ŷƿō��ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƱŚưƷ�ƶĩ�İƯ�İƠƴƯ�įř�ŶƃŚŝ���

ƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�įřźŝ�řŹ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ��İƋŚƿŹ�ŶǀƯř�źƿŵŚƤƯ�ơƺƟ�ƶƐŝřŹ�ƶŝ�ƶūƺţ�Śŝ�ƩŚů�İƯ�ŢſŶŝ�ƭƹŵ�ƕƺƳ�İƠƴƯ�įř�ƮƿŹƹō���

� �

 























k k

k

k

k

kk

k

k

i
k

p

q
K

p

q
)X(var)X(var)X(var

p

k

p
]X[EXE]X[E

  





��

��

� �

   

k
t

t

t

t

t

t

t

t

tXtXtX

tXtXtX
Xt

tX
X

)
eq

ep
()

eq

ep
()

eq

ep
()

eq

ep
(

]e[E]e[E]e[E

eeeEeEeE)t(m

K

K

k

K










































��

�ƩŚŨƯÔ��ƩŚŨƯ�Źŵ�źĭř�Ñ�Y�ŢŝŚƇř�įřźŝ�ƶƫƺƬĭ�ĨǀƬƃ�šŚƘƟŵ�ŵřŶƘţ�řŹ�èŢƀŝƺƬƐƯ�ƮƿźǀĮŝ�źƔƳ�Źŵ�ƝŶƷ�ƶŝ�ƶƫƺƬĭ�ŹŚŝ�ƲǀƯř����
ƞƫř���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţY���
ś���Żř�žě�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůřêƮǀƳżŝ�řŹ�ƝŶƷ�ŹŚŝ�ƲǀƯƺſ�įřźŝ�ĨǀƬƃ�ŹŚŝ����
ũ���ĨǀƬƃ�ŵřŶƘţ�ƎſƺŤƯƝŶƷ�ƶŝ�ƶƫƺƬĭ�ŹŚŝ�ƶſ�ŢŝŚƇř�įřźŝ���
ŵ���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹY���
��

ƪů��ƞƫř���İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯYƶƬưū�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�Żř��İƯ�įƹźǀě�ƭƹŵ�ƕƺƳ�İƠƴƯ�įř�ŵƺŝ�ŶƷřƺų�źƿŻ�šŹƺƈŝ�Ʊō�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƲƿřźŝŚƴŝ�ŶƳ���

� �,,,y)()(
y

)y(f y
Y 








 








 


��

ś��İƯ��İŤƀƿŚŝ)y(f řŹ�ƮƿŹƹŚǀŝ�ŢſŶŝ����

� �







  /)()()y(f 






 


��

İƯ�ƶƔůǈƯ�ƶĩ�ŹƺƐƳŚưƷ��ŹřŶƤƯ�Ŷǀƴĩ)y(f �ŹřŶƤƯ�Śŝ�)x(f İƯ�źŝřźŝ�ƪŞƣ�ƩŚŨƯ�Źŵ���ƶƐŝřŹ�řźƿŻ�ŶƃŚŝXY�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƹŵ�Ʋǀŝ�X�ƹ�
YŵŹřŵ�ŵƺūƹ�ƩŚŨƯ�ƹŵ�Ʋƿř�Źŵ����

ũ���� �






p

k
]Y[E��

�źƷ�Żř�ƎſƺŤƯ�ŹƺƐŝ�İƴƘƿêİƯ�ƝŶƷ�ƶŝ�ĨǀƬƃ�ŹŚŝ���ƶĩ�Ţƃřŵ�ŹŚƔŤƳř�ƱřƹèŶƴĩ�ŢŝŚƇř�ƝŶƷ�ƶŝ�ƶƫƺƬĭ�ŹŚŝ����

� �








 
p

qk
)Y(var��

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

ŵ���� �








)

e

e
()

eq

ep
()t(m

t

t

k
t

t

X





��

æ�æì�ë�.İſŶƴƷ�ơƺƟ�İƟŚƈţ�źǀƜŤƯ���
�įƹŚů�İƟźƓ�Ŷǀƴĩ�ƉźƟNİƯ�ęƺţ���ƶĩ��ŶƃŚŝMįŚţ�İƯ�ŶǀƠſ�ŚƸƳō��ŶƴƃŚŝ��İƯ���ƮǀƷřƺų�ƶƳƺưƳ�Ĩƿn�ũŹŚų�įŹřŸĭŚū�ƱƹŶŝ�ƹ�ƝŵŚƈţ�ƶŝ�ƝźƓ�Ʋƿř�Żř�İƿŚţ

�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƮǀƴĩX�ƶƳƺưƳ�Źŵ�ƶĩ�įŶǀƠſ�įŚƸěƺţ�ŵřŶƘţ� řŹ�nİƯ�ŵƺūƺƯ�İƿŚţ�İƯ�źƔƳ�Źŵ�ŶƴƃŚŝ�Ʈƿźǀĭ� ��šŹƺƇ�Ʋƿř�ŹŵX�ơƺƟ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ�
İƯ�ƵŶǀƯŚƳ�İſŶƴƷ�ŵƺƃ���

�źǀƜŤƯ�Źŵ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţİƯ�ũŹŚų�ƝźƓ�Żř�ęƺţ�ŵŶƗ�Ĩƿ�ŹŚŝ�źƷ�İſŶƴƷ�ơƺƟ�İƟŵŚƈţ��ęƺţ�Ʊŵƺŝ�ŶǀƠſ�ƩŚưŤůř��ƶŞţźƯ�Ʋǀƫƹř�Źŵ�ƶĩ�Ʈǀƴĩ
N

M
p �

İƯ�İƯ�ũŹŚų�įŹřŸĭŚū�ƱƹŶŝ� řŹ� ŚƸěƺţ�Ʊƺģ�ŚƯř� �ŶƃŚŝ��šŹŚŞƗ�ƶŝ�Ţſř�ƶŤƀŝřƹ�Ʃƹř�ƂƿŚƯŻō�ƶŬǀŤƳ�ƶŝ�ęƺţ�Ʊŵƺŝ�ŶǀƠſ�ƩŚưŤůř�śŚŴŤƳř�ƲǀƯƹŵ�Źŵ�Ʈǀƴĩ
ŵ�źŤƤǀƣŵ�śŚŴŤƳř�ŹmİưƳ�ƪƤŤƀƯ�źĮƿŶĪƿ�Żř�ŚƸƄƿŚƯŻō�įŹřŸĭŚū�Ʊƹźŝ�ŚƸěƺţ�śŚŴŤƳř�ƪǀƫŶŝ��Ţſř�İƫƺƳźŝ�ƂƿŚƯŻō�Ĩƿ�śŚŴŤƳř�źƷ�ƶĩ��ƝźƓ�Żř�ęƺţ��ŶƴƃŚŝ��

İƯ�śŚŴŤƳř�įŹřŸĮƿŚū�Śŝ�řŹ�ŚƸěƺţ�źĭř��šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�ƮƿŵźĩXƶƬưū�ƹŵ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ��źŤƯřŹŚě�Śŝ�įř��įŚƷn,
N

M
p İƯ��Ƶŵƺŝ���

İƯ�ƉźƟ�İſŶƴƷ�ơƺƟ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřźŝ��Żř�ƮǀƳn�ƵŶƃ�śŚŴŤƳř�ęƺţ�x�šŹƺƇ�Ʋƿř�Źŵ�ŶƴƃŚŝ�ŶǀƠſ�ŚƸƳō�įŚţ�xİƯ���ŶƳřƺţ

�Ʋǀŝ�įŵŶƗ� Śţ�MŶƃŚŝ�� ��śŚŴŤƳřn� Żř�ęƺţ�N�ƶŝ�ęƺţ�








n

NŢſř�ƲĪưƯ�ƢƿźƏ�� ��Ʊŵƺŝ�ŶǀƠſ�ŹƺƐƴǀưƷxƺţ��ƶŝ�ę








x

M�ƶŝ�İƤŝŚƯ�ƹ�ƢƿźƏ�














xn

MN�ƩŚưŤůř�ƶŬǀŤƳ�Źŵ�Ţſř�ƲĪưƯ�ƢƿźƏ�)xX(p İƯ�ŢſŶŝ�źƿŻ�šŹƺƈŝ��Ŷƿō���

� �
































n

N

xn

MN

x

M

)xX(p)x(fX��

ç�æì�ë�Żř�








x

MİƯ�ƶŬǀŤƳ���ƶĩ�ŵƺƃMx �Żř�ƹ�












xn

MNİƯ�ƶŬǀŤƳ��ƶĩ�ŵƺƃ���

� �nxNMnMNxn ��
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƶĩ�įźƿŵŚƤƯ�įřźŝ�źƿŻ�ƵŵŻŚŝ�ľŚŤƿŚƸƳXİƯ�ƩƺŞƣ��İƯ�ŢſŶŝ�Ŷƴĩ�Ŷƿō���

� �)n,M(Minx)NMn,(Max
nxNMn

Mx











��

�İſŶƴƷ�ơƺƟ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯX�ŵŚưƳ�Śŝ�řŹ�)n,M,N(GH~XİƯ�ƂƿŚưƳ��ƮǀƷŵ���
Ư�žƳŚƿŹřƹ�ƹ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯřŚŝ�Ţſř�źŝřźŝ�İſŶƴƷ�ơƺƟ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤ���

� �
)

N

nN
()

N

MN
(

N

M
n)X(var

N

M
n]X[E








��

æí�ë�ƩŚŨƯ�í��źƷ�Żř�ƶƳŚŴěŚģ�Ĩƿ�Źŵ�êå�ƵŶƃ�ęŚģ�īźŝ�êİƯ�ƶŤŴƿŹ�Źƹŵ�ƶŝ�ęŚģ�ŜſŚƴƯŚƳ�ŢǀƠǀĩ�ƪǀƫŶŝ�īźŝ��ŵƺƃ���źƷ�Żř�ŢǀƠǀĩ�ƩźŤƴĩ�įřźŝêå�
�īźŝèİƯ�ƩźŤƴĩ�īźŝ��ō�ŶƴƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�İŞſŚƴƯŚƳ�ŢǀƠǀĩ�īźŝ�Ĩƿ�ƪƣřŶů�źĭř�ƹ�ŵƺƃİƯ�ƩźŤƴĩ�żǀƳ�ŚƸĭźŝ�źƿŚſ�ƵŚĮƳ�ŶƳƺƃ���ƩźŤƴĩ�ƩƹƺƀƯ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůř

�źƷ�ŶƃŚŝ�ŹƺŞŬƯ�ŢǀƠǀĩêåİƯ�ŹŶƤģ�Ŷƴĩ�ƩźŤƴĩ�řŹ�īźŝ���ŶƃŚŝ��
ƪů� ��İƟŵŚƈţ� źǀƜŤƯX� ƶƳƺưƳ�Ĩƿ� Źŵ�ŢǀƠǀĩ�ƱƹŶŝ�įŚƸĭźŝ� ŵřŶƘţ� řŹ�èİƯ� źƔƳ� Źŵ�İƿŚţ��Ʈƿźǀĭ� ��šŹƺƇ�Ʋƿř� ŹŵX�Śŝ�İſŶƴƷ�ơƺƟ�İƟŵŚƈţ� źǀƜŤƯ�

źŤƯřŹŚě��įŚƷ),,(GH~X İƯ��ŶƃŚŝ���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

� �



































 x
xx

)xX(p ��

�źƷ�ƮǀƃŚŝ�ŹƺŞŬƯ�ƶĪƴƿř�įřźŝêåŚŝ�Ţſř�źŝřźŝ�Ʊō�ƩŚưŤůř�ƶĩ�ŶƴƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�İŞſŚƴƯŚƳ�ŢǀƠǀĩ�İŝŚŴŤƳř�īźŝ�Ĩƿ�ƪƣřŶů�ŶƿŚŝ�Ʈǀƴĩ�ƩźŤƴĩ�řŹ�īźŝ�����
)x(p ���

� �






 //)X(p)X(p 






























��

��
ŢǀƠǀĩ�Śŝ�įŚƸĭźŝ�ŵřŶƘţ�ƎſƺŤƯŻř�ŢƀţŹŚŞƗ�ƶƳƺưƳ�Źŵ�ŜſŚƴƯŚƳ����

� �

 /

N

M
n]X[E ��

ƲǀƴĤưƷ�� �







 /)()()X(var 




��

��
æî�ë� ..ƶƬưū�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�ƶƬǀſƺŝ�İſŶƴƷ�ơƺƟ�ƖƿŻƺţ�ŜƿźƤţ��įř��

�ŹřŶƤƯ�İſŶƴƷ�ơƺƟ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Źŵ�źĭřN�Śŝ�ƶƀƿŚƤƯ�Źŵ�nŚƸěƺţ�śŚŴŤƳř�źĮƿŵ�ƵŚĮƳō��ŶƃŚŝ�īŹżŝ�ŹŚǀƀŝ��ƩŵŚƘƯ�ľŚŞƿźƤţ�įŹřŸĭŚū�Śŝ�ƹ�įŹřŸĭŚū�ƱƹŶŝ�
İƯ�źĮƿŶĪƿ�İƯ�İſŶƴƷ�ơƺƟ�ƩŚưŤůř�ƖŝŚţ�ƶŞſŚŰƯ�įŚū�ƶŝ�ƪǀƫŷ�ƲǀưƷ�ƶŝ�ŶƴƃŚŝ�ƶƬưū�ƹŵ�ƩŚưŤůř�ƖŝŚţ�Żř�ƮǀƳřƺţ��Żř�ŢƫŚů�Ʋƿř�Źŵ�ƶĩ�Ʈǀƴĩ�ƵŵŚƠŤſř�įř

źŤƯřŹŚě��įŚƷn,
N

M
p İƯ�ƵŵŚƠŤſř��Ʈǀƴĩ� �İƯ�İƬĩ�ŢƫŚů�Źŵ��ƍƹźƃ�İŤƀƿŚŝ N,

N

n
ƶƬưū�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�Żř�ƱřƺŤŝ� Śţ�ŶƴƃŚŝ�Źřźƣźŝ���įř

ŵƺưƳ�ƵŵŚƠŤſř���
��

�ƩŚŨƯî��ƱŚǀƯ�Żř�źƸƃ�Ĩƿ�Źŵ�ååå�æå�ŹřƺƳŚų�éåååİƯ�źƀě�ŶƳŻźƟ�įřŹřŵ�ŹřƺƳŚų���ƶƳƺưƳ�Ĩƿ�źĭř�ŶƴƃŚŝê�ŶƳŻźƟ�įřŹřŵ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůř�Ʈǀƴĩ�śŚŴŤƳř�İƿŚţ�
�Ţſř�ŹŶƤģ�ŶƴƃŚŞƳ�źƀě��

ƪů���ŢŞƀƳ�Ʊƺģ



/

İƯ�ƪǀƯ�źƠƇ�ƶŝ���ƹ�ŶƴĩæååååİƯ�śƺƀŰƯ�İĭŹżŝ�ŵŶƗ��İƯ�ŵƺƃ�ƶƬưū�ƹŵ�ƶŝ�İſŶƴƷ�ơƺƟ�ƖƿŻƺţ�ŜƿźƤţ�Żř�Ʊřƺţ��ƵŵŚƠŤſř�įř

ŵƺưƳ���

� �),(B~Xn,q,
N

M
p













��

žě�� �
źƿŚſźƿŵŚƤƯ













  





  ,,,,x)()(

x
)xX(p xx

��

Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�ŶƴƃŚŝ�ƶŤƃřŶƳ�įźƀě�ŶƳŻźƟ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůř��)X(p ���

� �




  /)()()X(p 








 



��

çå�ë�.Ʊƺſřƺě�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

İƯ�řŹ�įŶƯŚƄǀě�Ʊŵřŵ�űŹ�šŚƘƟŵ�ŵřŶƘţ�ŚƸƄƿŚƯŻō�Żř�İƌƘŝ�Źŵ�İưƳ� řźƳō�Ʊŵřŵ�űŹ�ƭŶƗ�šŚƘƟŵ�ŵřŶƘţ�İƫƹ�ŵŹƹō�ŢſŶŝ�Ʊřƺţ��ŵřŶƘţ�ľǈŨƯ�ŵŹƹō�ŢſŶŝ�Ʊřƺţ
İƯ�ĬƳŻ�Ţĩźƃ�Ĩƿ�ƲƠƬţ� ŻƹŹ� ƶƳŚŞƃ�ƩƺƏ� Źŵ� ƶĩ�İţŚƘƟŵ�ƃ�ŶƳŻİưƳ�ĬƳŻ�ƲƠƬţ� ƶĩ�İţŚƘƟŵ� ŵřŶƘţ�İƫƹ� ŵźư�İưƳ� řŹ� ŶƳŻ�ŵźưƃ�Ʊřƺţ� ��ŵřŶƘţ� ŹƺƐƴǀưƷ

įŹƺŞƗ�įŚƷƹŹŵƺų�Śŝ�ƶƀƿŚƤƯ�Źŵ�Ʋƿżƴŝ�Ěưě�ƶŝ�ƵŶƃ�ŵŹřƹ�įŚƷƹŹŵƺų���
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�XİƯ�ƞƿźƘţ�šŹƺƇ�Ʋƿř�ƶŝ�řŹ��Ʈǀƴĩ���

� ��ƶŤſƺǀě�ƶƬƇŚƟ�Ĩƿ�Źŵ�ŚƸŤǀƤƟƺƯ�ŵřŶƘţ�ƩƺƏ���ƱŚƯŻ��X��
ƯřŹŚě�Ʊƺſřƺě�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�źŤİƯ��ƶŤſƺǀě�ƵŻŚŝ�Ĩƿ�ƩƺƏ�Źŵ�ŚƸŤǀƤƟƺƯ�ŵřŶƘţ�ƲǀĮƳŚǀƯ�Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�ƶĩ�ŶƃŚŝ� ��ƶĪƴƿř�įřźŝX�Ʊƺſřƺě�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�

İƯ�ŶƃŚŝ�ŶƃŚŝ�Źřźƣźŝ�źƿŻ�Ǝƿřźƃ�İŤƀƿŚŝ���
æ�ſŚƴŤƯ�ƎƤƟ�ŢǀƤƟƺƯ�Ĩƿ�Ʊŵřŵ�űŹ�ƩŚưŤůř�ƵŚţƺĩ�ŹŚǀƀŝ�İƳŚƯŻ�ƶƬƇŚƟ�ƩƺƏ�Źŵ��Żř�ũŹŚų�Źŵ�ŚƸŤǀƤƟƺƯ�ŵřŶƘţ�ƶŝ�İĮŤƀŝ�ƹ�ŶƃŚŝ�İƳŚƯŻ�ƵŻŚŝ�ƩƺƏ�Śŝ�Ŝ

ŶƃŚŝ�ƶŤƃřŶƳ�İƳŚƯŻ�ƶƬƇŚƟ���
ç�ŶƃŚŝ�źƠƇ�źŝřźŝ�ľŚŞƿźƤţ�ƵŚţƺĩ�İƳŚƯŻ�ƶƬƇŚƟ�Ĩƿ�Źŵ�ŢǀƤƟƺƯ�Ĩƿ�Żř�Ƃǀŝ�Ʊŵřŵ�įƹŹ�ƩŚưŤůř����
è�İƯ�įƹŹ�ƆŴƄƯ�İƳŚƯŻ�ƶƬƇŚƟ�Ĩƿ�Źŵ�ƶĩ�İƿŚƸŤǀƤƟƺƯ�ŵřŶƘţ��Ĩƿ�Źŵ�ƶĩ�İƿŚƸŤǀƤƟƺƯ�ŵřŶƘţ�Żř�ŶƷŵİƯ�űŹ�źĮƿŵ�İƳŚƯŻ�ƶƬƇŚƟ���ŶƃŚŝ�ƪƤŤƀƯ�ŶƷŵ���

İƯ�ƆŴƄƯ�ƶǀůŚƳ�Ĩƿ�Śƿ�ƩƺƏ�ƪŨƯ�ƶŤſƺǀě�ƵŻŚŝ�źƷ�İƳŚƯŻ�ƶƬƇŚƟ�Żř�ŹƺƔƴƯ�ǇŚŝ�ƍƹźƃ�Źŵ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ�ŶƃŚŝ����
��

�źŤƯřŹŚě�Śŝ�Ʊƺſřƺě�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�ƩŚưŤůř�ƖŝŚţİƯ�źƿŻ�šŹƺƈŝ��ŶƃŚŝ���

� �
źƿŚſźƿŵŚƤƯ











,,,x
!x

e
)x(f

x

X
��

źƿŵŚƤƯŻř�ŶƴţŹŚŞƗ�ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ��İƋŚƿŹ�ŶǀƯř����

� �
)e(

X
t

e)t(m

)X(var

]X[E










��

�źŤƯřŹŚě�ľǇƺưƘƯ�šŹƺƇ�ƶŝ�trİƯ�ƶŤƟźĭ�źƔƳ�Źŵ���Ʊō�Źŵ�ƶĩ�ŵƺƃt�ƹ�źƔƳ�ŵŹƺƯ�ƵŻŚŝ�ƩƺƏ�rŢſř�ƶƏƺŝźƯ�ƵŻŚŝ�Źŵ�ŶƯŚƄǀě�ƕƺƣƹ�űźƳ����
��

�ƩŚŨƯæå�ǀĜƿŚţ�Ĩƿ��źƷ�Źŵ�ƎſƺŤƯ�ŹƺƏ�ƶŝ�Ţƀç�ƶŰƠƇ�êŢƀŝƺƬƐƯ�ŵŹřŵ�İĜƿŚţ�ƎƬƛ����
ƞƫř���ŶƃŚŝ�ƶŤƃřŶƳ�İĜƿŚţ�ƎƬƛ�ľǈƇř�ƶŰƠƇ�Ĩƿ�Źŵ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůř��
ś���ƪƣřŶů�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůřè�Źŵ�İĜƿŚţ�ƎƬƛ�ç�ŶƃŚŝ�ƶŤƃřŵ�ƶŰƠƇ���
ƪů��ƞƫř���ƶŰƠƇ�Ĩƿ�Źŵê�çİƯ�ŵƺūƺƯ�ƎſƺŤƯ�ŹƺƏ�ƶŝ�ƎƬƛ���ƲƿřźŝŚƴŝ�ŶƃŚŝ  /ƮƿŹřŵ�ƹ����

� �
!x

e)/(
)x(f

/x

X

 

��

�İŤƀƿŚŝ�ƮǀƃŚŝ�ƶŤƃřŶƳ�İĜƿŚţ�ƎƬƛ�ľǈƇř�ƶĪƴƿř�įřźŝ)x(f ƮƿŹƹŚǀŝ�ŢſŶŝ�řŹ����

� � 


/e
!

e)/(
)x(f /

/











 

ś���ŢƫŚů�Ʋƿř�ŹŵİƯ��ƮƿŹřŵ�ƹ�ŶƃŚŝ���

� �




 

/)///(

))X(p)X(p)X(p()X(p

!x

e
)x(f

x

X








��

ë���ì���æƱƺſřƺě�ƖƿŻƺţ�ŶƯ���

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

ƯƶƬưū�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�ŶƴƳŚưƷ�Ʊƺſřƺě�ƖƿŻƺţ�Ŷ�İƯ�ŢſŶŝ�įř�İƴƘƿ�Ŷƿō���

� �








)()x(f)x(f

)()x(f)x(f

MM

MM




��

�Żř�æ��İƯ�ƶŬǀŤƳ�ŵƺƃ��Ʊŵřŵ�Źřźƣx�xM ��

� �








x
!)x�(

e

!x�
e x�x�




��

�ƶƐŝřŹ�Żř�ŢŞƀƳ�ƲǀưƷ�ƶŝ�ç��İƯ�ŢſŶŝ��Ŷƿōx ƶŬǀŤƳ�Źŵ��� � x��
�źĭř�ƩŚů�ŶƃŚŝ�ŮǀŰƇ�įŵŶƗ� ,İƯ�ŶƯ�ƹŵ�źƷ���źĭř�ƹ�ŶƴƃŚŝ�Ʋǀŝ�ŶƃŚŞƳ�ŮǀŰƇ�įŵŶƗ��ƹ��ŶƯ�ƶĩ�Ţſř�ŵƺūƺƯ�ŮǀŰƇ�įŵŶƗ�

İƯ�ŶƃŚŝ���
��

�ƩŚŨƯææ�Ư�ŹřŶƤƯ�ƪŞƣ�ƩŚŨƯ�įřźŝ��Ŷǀƴĩ�ƶŞſŚŰƯ�ś�ƹ�ƞƫř�Ŷƴŝ�įřźŝ�řŹ�Ŷ��
ƞƫř�� /,/ �Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�ŶƯ�ƲƿřźŝŚƴŝ�Mx���
ś��  ,�Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�ŶƯ�ƲƿřźŝŚƴŝ� ,xM ���
ë���ì���çƶƬưū�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�ŜƿźƤţ��Ʊƺſřƺě�ƖƿŻƺţ�ƶƬǀſƺŝ�įř��

�Źŵ�Ŷǀƴĩ�ƉźƟƶƬưū�ƹŵ�ƖƿŻƺţ��įř n,p İƯ��ƶƬưū�ƹŵ�ƩŚưŤůř�ƖŝŚţ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ�ƩŚưŤůř�ƶŞſŚŰƯ�įŚū�ƶŝ�Ʊřƺţ��ƩŚưŤůř�ƖŝŚţ�Żř�įř
ŵƺưƳ�ƵŵŚƠŤſř�Ʊƺſřƺě��ƶƬưū�ƹŵ�ƖƿŻƺţ�ŢƫŚů�Ʋƿř�Źŵ��źŤƯřŹŚě�Śŝ�Ʊƺſřƺě�ƖƿŻƺţ�Śŝ�řŹ�įřpnİƯ�ŜƿźƤţ��ƮǀƳŻ���
źŝ�ƶĩ�Ŷǀƴĩ�ƶūƺţ� ŹřŶƤƯ�ƱŵŹƹō�ŢſŶŝ�įřƶƬưū�ƹŵ�ƩŚưŤůř�ƖŝŚţ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř� Śŝ� řŹ�Ʊƺſřƺě�ƖŝŚţ�İƋŚƿŹ�ŶǀƯř��İƯ� Źřźƣ� źŝřźŝ�įř��ƶŬǀŤƳ� Źŵ�ƶĩ�ƮǀƷŵ

pnŶƃ�ŶƷřƺų����
��

�ƩŚŨƯæç��ŵřŶƘţ�ŻƹŹ�Ĩƿ�ƩƺƏ�Źŵ�ååå�æååİƯ�ŹƺŞƗ�Ʋƿżƴŝ�Ěưě�įƺƬū�Żř�ƹŹŵƺų���ŵřŶƘţ�ƶĩ�ŶƴĩæååİƯ�Ʋƿżƴŝ�Ěưě�ŵŹřƹ�ƹŹŵƺų���ŢƀŝƺƬƐƯ�ƹŶƳƺƃ
�ƪƣřŶů�ŻƹŹ�ƩƺƏ�Źŵ�ƶĪƴƿř�ƩŚưŤůřêå�ŶƳƺƃ�Ʋƿżƴŝ�Ěưě�ŵŹřƹ�ƹŹŵƺų���

ƪů� ��ƶŞſŚŰƯ� ŚŝpƮƿŹřŵ�� �



/

/
p İƯ�Ĩģƺĩ�ŹŚǀƀŝ�įŵŶƗ�ƶĩ���Ʊƺģ�ƹ�ŶƃŚŝn�İƯ�īŹżŝ�įŹřŶƤƯ�İƯ�ŶƃŚŝ��ƹŵ�ƖƿŻƺţ�ŜƿźƤţ�Żř�Ʊřƺţ

ƶƬưū�Ƴ�ƵŵŚƠŤſř�Ʊƺſřƺě�ƶŝ�įřŵƺư���

� �








/~)X(p)X(p

!x

e
)x(f

//pn
x

X









��

çé�ë�ë���íŢųřƺƴĪƿ�ƖƿŻƺţ���
�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯXİƯ�ŢųřƺƴĪƿ�ƖƿŻƺţ�įřŹřŵ���ƍŚƤƳ� Żř�Ĩƿ�źƷ�Ʊŵřŵ�űŹ�ƩŚưŤůř�źĭř�ŶƃŚŝnx,,x,x  ŶƃŚŝ� źŝřźŝ� źĮƿŶĪƿ� Śŝ�� ��ƖŝŚţ

Śŝ�Ţſř�źŝřźŝ�ŢųřƺƴĪƿ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�İƫŚĮģ���

� �
źƿŚſźƿŵŚƤƯ





 n,,,x
n

)x(fX 
��

řƹ��ŶǀƯřŻř�ŶƴţŹŚŞƗ�ŢųřƺƴĪƿ�ƖƿŻƺţ�ŹƹŚŤƄĭ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹ���

� �






n n

)
)n(n

(
nn

x]X[E
 




��

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/


��żƧźƯ��ƾƨǀƳƹźŤƨƫř�ƁŻƺƯōƘƴƇ�ƹ�ƮƬƗ�ƵŚĮƄƳřŵƱřźƿř�Ţ��
 

Ŝǀţźţ�ƲǀưƷ�ƶŝ�� �






n )n()n(

)
)n()n(n

(
nn

x]X[E








��

žě���

� �
)

e

e
(e

n
)e(

nn

e
]e[E)t(m

n
)

n
(

)n()n(
]X[E]X[E)X(var

t

tn
t

n

x

n
xt

xt
xt

X














 
 











 




��

�ƩŚŨƯæè��İƯ�śŚţźě�řŹ�ŽŚţ�Ĩƿ���ƮǀƴĩXİƯ�źƔƳ�Źŵ�śŚţźě�Żř�ƪƇŚů�ƶŬǀŤƳ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�řŹ���ƮƿźǀĭŢƀŝƺƬƐƯ���
ƞƫř��ưŤůř�İƫŚĮģ�ƖŝŚţ�ƩŚX���
ś��ũƹŻ�ŵŶƗ�ƱŶƯō�ƩŚưŤůř���
ũ���ŹƹŚŤƄĭ�ŶƫƺƯ�ƖŝŚţ�ƹ�žƳŚƿŹřƹ��ŶǀƯřX���
��

ƪů��ƞƫř��XŢſř�ŢųřƺƴĪƿ�İƟŵŚƈţ�źǀƜŤƯ�Ĩƿ���ƲƿřźŝŚƴŝ���

� �
źƿŚſźƿŵŚƤƯ





 



,,,x)x(f��

ś����

� �











/]X[E

)X(p)X(p)X(p)X(p






 ƽŵŶƗũƹŻ
��

ũ�����

� �

)e(

)e(e
)t(m

/)X(var

t

tt

X

















��

dalbablog.wordpress.com

http://dalbablog.wordpress.com/

