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���������������	
����������������������������������������������������������������������������������� !�

����"���#����$�%���"��&�'��(����$����)������������������*�+!,-�.����$�	
�.�/����"#���������������0+�

��������������������$�.���$�%�1
��2�3�	���45��������6.5���7.��8+��9��������$�.�!��"���!4�&�:; ��/�<=�

�$�����>?���)��

��������.�@�$?����A�������B����&�'��(�������"C
DE�*���������������$�%������F�G�	4��"�=�%���

��1���)�����0+�����������5�3�
H����9��?���+����.5�$+�'.���I�I���������0+��	<��J��������C	����/�+��

�$���"���#�������"�=%������&�>���)��

�������!K���45�������,.���������$���"��*�������"�=%�)��L�.�����0+��MNE�����"�=�%���&��$N�����

��������O�"�)��������������=�+�����PD:����>��$Q����������$���!4��!?�������0+�����&��!D>��/�<=�������

�1%��)��

�����������R�(�����1����$%�$��S��3�	�������	%!.�����T������	
�
@�����5�U���������������.!<.�����5�"��>+

����R(���"E��G��T����	�!�O����5�U�����������$���+�J�	
@�P��&���!�����"E��G��������V	�����5�"�>+�)

����������,�����������$�	
��"#��	�<��"E��G�������.!<.���������=�2�H����P+������������.5�����.����&��

��������������$�%���"���	�!�O���WE����3!
������C	�����!��"X�+�����2$���+�"X�+����L��)��Y�(K����

������������������&�'��(�����Y�(K��!Z��$��!�.����"
��������8+$<�������.5�M�����[!E�R(����/����

��+\O�.�3��	?��1��������$������C	���"�=%��)��

����1���E�����������������$%���"��"�=%��������5�����������$�C��9�����/��%�3�	���45�����$%���)�����

������������������9�'���$��������/]�$H�3�	��0+�������	%!.�/�<=��������!%�"����K!��$�<];:�*�@$�.�!4
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�������	�/���	
��5�-���

��

�����	�/�67�8��9 set,:��

_��%���������:!<,��$���.�"���:!<,��`+�����8+$<�����L+�<	���K��:��+�)��

�$%���a�-��*5��K��:���<�����1���a�-��">]!���:!<,��`+)��

��

;�</������

A�� {� , � ,���,4�, 18} 

A�� {1, 8,15 , �  , � , � ,4 } 
A	� {0 , 1} 

A
� {b������O���<�} 

A�� {*��+�����*!�D�������������1�><?���������%���<�} 

R� {��
����$:����<�} 

I� {1'c��Y�(K���$:����<�} 

��@�I1����$�5���.5��$����/�=-���K��:�1
�2��"���������:!<,��$���[!E���c����a�`+�

��:!<,�������G�:��+��G�:A�G�:����P�+!@�"�I$%���a��:!<,�����dD>	��A�"���1���

�P�
+!.e��

Aa ∈  

���@�a����dD>	��A'.��P�
+!.�"��$%�e��

Aa ∉  

��

;�</������

���c������>?�������f�����P�����"��e��

4A∉����������1������O�`+,��������1A∈2��������,��������2A∈�8����������,�����1A∈���

��

��

���1<
]�`+����:!<,����G�����������":�E��:!<,��`+I$%����G�:�$����+�`+�/��%����H�����$����.�"���

�$�
+!.�"�e��
GH ⊂  

��"�>+H��������:!<,�����dD>	��1
+���:!<,��G�)�����:!<,���@�G��������*5���K��:����<��"�>+�$%�'.�

����dD>	�G�P�
+!.�"��$%�'.�e��
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GH ⊄  

��

;�</�����

������>?���������c�f������!%�"���!D>����

23 AA ⊂     , {2,35 ,118 } I⊂  , {1,8 ,3 ,6 ,2 } R⊂        ,  {� ,���g��} 1A⊂  

��

�1�;:�����$���.�"��"2�4��:!<,�I$%�����G�:�$]�E�����������:!<,���$����"��*�-.�)��

��

;�</������

�:!<,�����}  ������$�D�����E����<��3�	�������������{�  A�8+��&��'>���+�1���"2�4��:!<,��`+�Ø��� 

A���c�����0��6<���f��P+�����Ø ��. A��

��

�$�%���������P�����`�����`����.5��K��:��@��$�+!@���
������:!<,���)��

��

;�</�����

{1,2 ,3 }  ,  {3,1 ,2 }  ,  {2,3 ,1 } ����������������$.������P������+�������:!<,����<�
������������ 

�������7��=�67�8�� (progression)�67��8����	�/�*�(definition set),���

��`+���7��=� ���h����_��%���:!<,�����1
���':A���������_���%������1
��+��h��������!7��

$.����"G�-��*�=����$��B��/��]���.5����"W>�����$�	
�.��8+$<�����a��-)��

���67��8����	�/D���������+��E�`+���������������/���]���K��:����<�����/=-�	����:!<,�����1
����':�

����+��E�a��-��)��i+�>��0+����D����":�E��:!<,��`+��$%���"��)��

��

�;�</������

����+��E��������
 �(1 ,�2, ��� ,�2,1 , 8,��� ) 

�i+��>���:!<,�D��!��$��!4�0������

D�{1 , 2, � , 8,  ��j�

��
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�$%����$%�0%���:!<,��`+�����+��E�0���[�E�$+���*!����)����+��E���c���!Z�A, 8, 2,1,1,2,�

� ��(I��

���c������$%���^����+��E�����$?����+��E�`+�f��$%���"���)������:!<,���=���!K�����
{�� , 8, � , 2, 1}    ,    { 2 , 1, 8,  � , � }  ,  … 

�
��P������<�����+��E�i+��>���:!<,�����!����$�%���"��)��

��

����7>���?�$�@�A�B� �(Cartesian Product)������	�/�,��
��������:!<,����3�WDK�H��+�0+L�����3�WDK�HA��B�����������������"#������:!<,��`+����1
���':�

A×B���"�>+�A����$��X�B�$����"��*�-.�)�����`�+�����$�%�/�=-���"#�������:!<,������G�:���

��:�k��������dD>	���K�A����B��������$.���$%�3��	.��h������������)���@�a��������������d�D>	���G��:�`�+�A�

AAa ∈ (�b������dD>	���G�:�`+�B�)Bb ∈�B������3�W�DK�H���:!<,��"#������G��:�I�$�%��

�&�!G�(a,b)��!%�"�������*�-.�)��
BAba ×∈),(  

��=���!K���Ab ∉��+�Ba ∉��G�:�I�$%���(b,a)����dD>	��A×B��!��$��!�.�)��
BAab ×∉),(  

���������:!<,��$������$.�!��"��3�WDK�H�i+�>�A�����������B��l;c�n�������!%������P�<>���:!<,���)

���������:!<,��`+�3�WDK�H��:!<,��12�H�0+����n���������:�����"��>+��!���$��!4�"#��������������G��n�

�������*�!��0+�������I��!��$��!4��C2m�nf����:!<,����A����������An�����������������1������������$�����"���*�-.�

��:!<,��3�WDK�HA���$>�����n�J�!4��������)��

��

�;�</������

��@�3,1,5}� A�{�����2,4}� B�{�3�WDK�H�A×B��!��$��!4��+��&�!G��e��
A×B�{(3,2) , (3,4) , (1,2) , (1,4) , (5,2) , (5,4)} 

���c������>?�������f��1%!.�*�!��"��"@��
��e��
 
(�,�) 21 AA ×∈                            ,                             (4,18 , �� ) 21 AA ×∈  

(1,��) 21 AA ×∉                               ,                            (1,��) 12 AA ×∈  

(1,2 ,15 ,1 ,8) 5
I∈                        ,   �����                  (5,16 ,3 ,26 ,1 ,0 ,1) 5

R∈  

��

��

����������	�/�C� �/�DE=�(Intersection of sets )����
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��:!<,������	-��/GEA�B�������A�B�I��!%�"�������*�-.� 1
���':���:!<,��`+���

������":�EA����B���������"�>+���	-���K��:���<�����/=-	���A����B�������	-�����.���)��������<�%�/=�%���

�f���:!<,������	-��/GE�A�B�1����$%�a�-���!%������)��

��
�����[!E�/=%���7.�"2�=%�Venn Diagrams�$���.�"��)����!�%�"����$+��"@��
��[!E�/=%���

�����
A�B�B�A 

��

�;�</�����

���c������>?�������f���!%�"���$+����

A1�A2� {�}                                 ,                                 R�I�I  
 A2�I� {1,4 ,8 ,15 }                         ,                             A3�A2�{1,0 }�A3 

����:!<,���@�A���:�E��:!<,��`+������:!<,�����"B����I�$%���BA ⊂������1%���P���!4�IA�B�A���

�n=:���)��

��
� ���

��@�A�B�Ø����:!<,����$%���A�B���9 ��N	�����o����(Disjoint Set)���$����.�"���)��/G�E

���	-�n��:!<,��A1�A2��)�)�)�An�1�;:����l�!<>������
n

i

iA
1=

�$����"��*�-.�) 

� �����
n

i

ni AAAAA
1

321

=

≡  

��:!<,�������	-��/GE��+��/=%���A1�A2�A3�1����$%������*�-.�)��
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��
��

��

���������	�/������(Union of set ),���

�����:!<,����0<,.�A��B���������I�BA������������������������:!<,�����1���&��':�I��!%�"�������*�-.�

�����K��:���<��/��%A����B�������$�%����	-����.���)���������:!<,����0�<,.A��B���������!�%�������/=�%����

�1����$%�a�-�)��

��
��

�0<,.�n��:!<,��A1�A2��)�)�)An����������
n

i

iA
1=

�$����"��*�-.�����

n

n

i

i AAAAA ������ 321

1

≡
=

��

��

�;�</	�����

���c������>?�������f��1%!.�*�!��"��e��

�
n

i

iA
1=

≡ {� , � ,���,4� , 18,1 , 8,15 , �  , 0,4 }         ,              RRI ≡�  

��

�����������������$��!4�&��':��:!<,����/X�C��I���*5�p!<,�����1
���':��:!<,����0<,.���=�+���!G����

����������8+��/4������"=+�/<=������!��)�����������:!<,����0	E��@��7.������A����B����&�!G���BA ⊂�A�

�/=%�f��B��

��
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,������K��:���<���:!<B�������0�����	-���K��:�����7�E�K�A��B������/�<=���:!<,�����A������B�

�$���.�"�(B-A))���

��
��

�;�</�
�����

����c�����f���:!<,��/<=��A3����A2����1
���':�e��

A2-A3� {8,15 , �� , �,4}              ,        R-I�{�Y�(K���$:��*$����
����$:����<�} 

 

���������	�/�F� G0�(Mapping of set)����

��/��:f���������:!<,������G�:�`+�MNE����B��������������:!<,������G��:�$����+�`+�������A����/�4���B���"���

$���.A��/=%�f����)�B������G�:���������"�>+Aa ∈������+!G��`+�MNE�Bb ∈�����������!�?�)��������	'2�

�����������"#!�����q�����+�`+����`+�r�'�����!7����,�+�A��������G��:�`�+����������"�>+Bb ∈�����`�+�L��.�

��G�:Aa ∈������!?��B�1
�.��7.���!�)��

��
��

�J�	
@f�P����"��*�-.��+��&�!G�����e 

}{ BAf →∈  

��"�>+f��������������J�	
@���<���:!<,������!W:��+���G�:�A���/4���B��������������&���'>����+�f���`�+�

��J�	
@A������/4B�����+��f���I�A����/4������B�����$���"���+!G���)�����:!<,���K��:��@�B�l;����+�G��

����:!<,���K��:A����I�$�%���f�����J�	
@�`+����A������B�������+��$���.�"��f���I�A����������B����+!G���

�$���"�)��

���@�A��B������$�%�����$:��:!<,����f�����9����`+����A���������0����"�X�+����Z����`�+Aa ∈�����+!G����

�J��� !���Bb ∈�B��$���.�"��)�&�!K�0+����b�������9������$N������!��$��!4�������a�"�>+�e��

)(afb = �
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��

�;�</��������

���:!<,�{2,-1,3}≡≡ },,{ 321 aaaA�J�	
��@��}{ BAf →∈����=+�!Z��3)( ii aaf =����

��������Aai ∈�1����$%�������)��:!<,���K��:B��!%�"���'��(���+��&�!G��e��
3)( iii aafb ==  

b1=(2)3= 8           ,           b2=(-1)3= -1            ,             b3=(3)3 =27 

��

�l��!<:f�J�	
@�`+�A�/4���B"�>+�1���   B⊂  {8,-1,27}��@��1���f�J�	
@�`+�A�

���B�1%���P���!4�$%������������������������e {8,-1,27}� B ��
 

���H�%7������
�fs�$.������P������+�������:!<,�����`+���$����

{t , r , s}   ,    {s , r , t}   ,    {r , s , t}    ,     {t , s , r} 

�f������:!<,��0	E�@��7.���������
A�{d}   ,   B�{c , d}   ,   C�{a , b , c}   ,   D�{a , b}   ,   H�{a , b , d} 

� �����+�1(KPN��$�����!D>������+��M����)��

� �� ��BDB ⊂����������������BCD ⊂�����������	�BHA ⊂�����������
BCBA ⊄)( ���

� �� ���BC�B�����������������BHB ≠��������������BHDA ⊂)( ������BDCH ≡)( � 

	f��+�������:!<,���7.���������

U�{ 1,2 ,3 ,)�)�) ,8 ,9 }    ,      A�{1,2 ,3 ,4 }      ,      B�{2,4 ,6 ,8 } 

C�{3,4 ,5 ,6 }            ,     D�{1,3,5,7,9 }             

�$+�5�1�$������+��M����/K�H)��

��BDB ���������������BCA�����������	�BBA�������������
�BAU −��

��B��:!<,�H������:!<,�����":�E��:!<,��`+����$�����$�O�*�������U��A��D�$%���)��


f�������������:!<,��0	E�@��7.�������A����B����C����D����H��������������������+��M����/K�H��+��/=%����

�$�+�<.�a�-��/=%�����!%��)��

���

  ��BHD ���

� �� ���BCH ���

� �� �	�BBC ���

� �� �
�BCA −  
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� �� ���BCB ���

� �� ��B)BC �()( �BA −��

� �� ���B)( BCA �−��

� ���

�f��+���:!<,����0	E�@��7.���������
A�{3,4 ,0 ,�-1}         ,            B�{-2,5} 

�3�WDK�HA×B���B×A�����*�!��0��6<���$�����$�O���� B�"�>+�B2 �$�����'��(������)��

�f�:!<,��X�{-2,-1,0,1,2} ��J�	
@����}{ yxf →∈����������=+�!Z���Xx ∈�9�����

12)( += xxf������1����$%��������)���:!<,�Y������������=�+������?!��������f������J�	
�@�`�+�X������Y�

$�����$�O�$%���"�)��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��
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����IJ�7����	
��5�-�HK�� B��

 

���;�� B��*�;�� B��L����2�;�� B����@=���

���:!<,�φ≠D�������P+��@�"���7.�������)��������������������:!<,������$�.�!	����:!<,��0+�����P����t�E

������9 �N	����o�":�EDj������I��DD j ⊂�����=+�!Z��I��
j

jDD ≡�����!%�P�
N��A��������:!<,������!7���

�"�>+�9 �N	����oφ≡ji DD ����������ji ≠�B���:!<,�D�P���.�"����<	H����WE�`+����)��

����J�	
@�p!.���P����:!<,��D���:!<,��������[0,1]A����0����1�'c��"N�NH���$:����<���:!<,�

����`+���CK��$:���≤≤ b��B��1�K�4�������������!%�"���$���.���<	H��9����$%����+�e��

• ���@�DD ⊂′����I$�%���)(1)( DDPDP ′−−=′������$�%���"���ADD ′−�����/�<=�����1
����':

D′���DB 

• �":�E������:!<,���@�Di ������dD>	��D�����"��>+�I���!���D⊂D1 , D2 , . . . , Dn ��I�

��P+����$�%���9 �N	����o�
n

i

n

i

ii DPDP
1 1

)()(
= =

�=)� 

�����I���<	H��9������$N�)(DP ′���������DK�E������$:�������I�]�,�[���������$����.�"�����<	H��$%���"���)������

��!%�"���	E�@��+��u+�	.I����������<	H��9����������$%���^�1�K�4e��
�B P(D)=1 
�B P(Ø)=0 

	B ��@�DD ⊂′��P+����$%���1)( ≤′DP 


B ��@�DD ′⊂′′��P+����$%���)()( DPDP ′≤′′ 

�B ��@�DBA ⊂,����φ≡BA��P+����$%���)()()( BPAPBAP +=� 

��@�D�r�N.��������:!<,��Point Set) �B+�I�$%������"�E�>��r��N.��D���!��$�.�!	��*5��K��:�"�>

�����$%���"��`�=C��/��]��-�<���:!<,��*5�I�$.!%�)����$�N�[0,1]� ∈)( iDP������<	H��"���@����

�p!<,����<	H���+�/�(accumulative Probability)��
i

iD�$���.�"���)��

��

����IM�N�;�� B��(Conditional Probability)���

������:!<,��������@�A� B�������:!<,��������d���D>	��D�I�$����%���DBA ⊂,�1'
���.�I�

)()()( BAPBPBAP =���
������$���.�"��" �%���<	H����)������"��>+�[!E��Z����1����v� )( BAP������<	H�����A����"�	]�B�������

�����$�.�!4�"��1����$%)�����" �%���<	H���8+��&��'>�)( BAP�����p!]���<	H��"�>+�A���������r�-���

��=.5B$%������	E��[�C���)��
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�����!%�"���$��-��" �%���<	H��i+�>����e��

�) ��@� P(B)=0�I�$%��P(A�B)�0�>��.�1���) 

�) ��@�AB ⊂�P+����$%���BBA ≡� ��,�	.����P(A�B)=1)�� 

	) ��@�A�B�Ø�"�>+�$%���A�B�1%���P���!4�$�%���9 �N	����o � P(A�B)= 0)� 

��

����O?�/�;�� B��(Combined Probability) ��

����" �%���<	H���@�P(A�B)������
���P(A)�������p!]����1����!D>��$%���A������p!�]����"8	
��B�

���$.)��

������P�+!@�"��"	2�H�0������A��B����$�	
���8+$<�����/N	
���)�������" ��%���<	H��i+�>��������C	�����

�!��"�1%!.�*e��

� )().()( BPAPBAP =�  

�*��L<��p!]���<	H�����������'>��0����*�!��"�����[!E��Z���A�B������l�!<>�����P(A ,B)�

�I$��$���*�-.��

���<	H���!%�"���$.�!4A�B�h������<	H������I�A�B���<	H��1���������I�1���v�>��A�

���<	H���$��XB)����������������������������������������������������������������������������

)().(),( BPAPBAP =��
��������������:!<,��*���L<��p!�]����<	H���!�Z��<�D⊂D1 , D2 , . . . , Dn ��������1�����������

�"�>+���.5������$�������<	H��3�WDK�He 

 
 
         P (Di , Dj) =P (Di) . P (Dj)                                                 i �j 

             P (Di , D Dk) =P(Di) . P (Dj) . P(Dk)                 i �j         ,   i  �k 

        P(D1 , D2 , . . . , Dn �)=∏
=

n

i

iDP
1

)(  

�;�</������

���<	H����WE����$����t�ED�N	����o�":�E��:!<,��1C������9 D1,. . .,D7����$�%�P�
�N��

�������������������=+�!Z��1���
7

1=i

iD D=��

��
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 13 

��
��

��

�I����:!<,����<	H�����P����"��t�EP(Di)�$�%���"���!D>����$%��'��(��I����)��

P(D1)= 
28

1
    ,    P(D2)=

28

2
    ,     P(D3)=

28

3
      ,        P(D4)=

28

4
 

P(D5)=
28

5
     ,     P(D6)=

28

6
   ,      P(D7)=

28

7
 

����1�������������:!<,��/����<	H�e��

P(D)=P(�
7

1=i

iD )= �
=

=
++++++

=
7

1

1
28

7654321
)(

i

iDP  

���<��h������<	H�Di����1������������e��

P(D1,D2,. . .,D7)=∏
=

=
7

1

0)(
i

iDP  

 

�;�</�����

�������������<	H����WE����P����"��t�E���c��0+����D�����������ZN.�di������1�����$%�P�
N��j=1,2,…,5�

Dd i ∈��������������<	H��P����"��t�E�I�P(di)���.���������������������P#��]��!(��������!��a�-���ZN

�$.���$%����5��+��/=%)��

��
 
 
P(d1)=0.2       ,   P(d2)=0.3        ,   P(d3)=0.1        ,    P(d4)=0.1        ,  
P(d5)=0.3�

/����<	H�  P(D)= �
j j

jj dPdP �
=

=
5

1

)()( =0.2+0.3+0.1+0.1+0.3=1 

 

�h������<	H����c���!Z�d1�d21��������������
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P(d1,d2)=∏
=

2

1

)(
j

jdP =P(d1) . P(d2)=0.2×0.3=0.06 

�*��L<��p!]���<	H�����1
���'�:�h�������<	H��0+�d1�d2��=�+��t�E����d1�d2�/�N	
��

�$�%���"���8+$<����)��

��

��������N��7�������

����:!<,���!-����	�+���������"	]�������!�q���<	H��`+�����������<%������

}�k����$:� A�{�}�����$:��B�{�}��E���$:��C�{����":�E������:!<,�����$����':�

����������$:����<���:!<,�)��

�) ���<	H����WED�$����0��>�������������<%���������) 

�) �$����0�>���������������<%�����!�q��+�p!]���<	H�) 

	) �������<	H�P(A)�P(B)�P(C)�$�����$�O����) 


) �<	H��1����$N���!%����q�����$:��+��k���$:�`+��=�+���) 

�) �1����$N���!%����q���E��$:�`+��=�+����<	H�) 

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��
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��

�����/#�5�-�)Fundamentals of Statistics( 

��

����I8"�*���	���P7���/#�(Actual Sample)���

��

������I=��E����	���P7�67�8��(Random Sample)���

$(�����+��E�����A��$(���0�>����$>��/��%n�K��:�����B���
 � (1 , 2 , … , n) 

��=+�!Z�e��

w�f���"�>+�I�*5�i+��>���:!<,�D����i+�>����<	H����WE�`+�*�!	�����I� 

3�f�������<	H��9���������P��������G��:������������Dd i ∈����&�!G���
n

C
dP i

i =)(������$�%�i�+�>��

��$%��ACi��1
���':���G�:�n.���E��+����<%��di������+��E�����B����"E��G�����.!<.�`�+

��!%�"���$���.�)�1'
.
n

Ci�n.���E����"'
.�$���.�"��) 

�;�</������P+��@�"���7.��������+�����+��E 

       1     2      3     4    5     6    7 
 � (1    ,����������,   �   ,   1   ,  1  ,   ��  ,    �) 

���������$%���"���G�:�)�(n=�)��i+��>���:!<,�D��!��$��!4��+��&�!G��e��
 d1  d2    d3       d4 
D � {1   ,  �����,   �   ,   ��  } 

��:!<,�D�1����$%�/�=-��G�:���������) 
 (m=����$����':�� !��������n.���E���
C1=3       ,        C2=2       ,      C3=1        ,         C4=1 

�����!��$��!4�&��':�"'
.�����n.���E��+�� !����������<	H�e��

P(d1)=P(�)=�
n

C1 =
7

3
             ,                  P(d2)=P(�)=

7

22 =
n

C
 

 P(d3)=P(�)=
7

1
                   ,                   P(d4)=P(�)=

7

1
 

��$%�i+�>����<	H��9��������!%�"���7H;�F�!4�Q�����[!E���$%���"����<	H��9����`+��)��

��

F!G���[!E�&��<	H��������C	������I�/����<	H��0����!%�"���'��(�����

1
7

2

7

1

7

2

7

2
)()()(

4

1

4

1

=+++===
= =

��
i i

ii dPdPDP  

+��E����0+�������`+�1���0=<���K��:�����$(�����xE��G���.!<.��!%�"ND��)��
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��������������@����]��7.���!���+�����!�����$+������1���"<���i-��`+�0+��)����"����-��<����,�	.���

��������� !�������2�<	H�������<	H����WE�`+�*�!�A��������i+���>����:!<,���K��:����r!����������<	H��B

y+�������14����.!<.�)��

�����$>�������H��������������i+��>���:!<,���,�	.����I���$:��������+��E���RD ⊂�������������I���$�:�

�1%���P���!4�)����:!<,��0��6<�D������������������l�!�<>��"�2L.���+���!>�K�h������������$�:��*5�������

�����1����7.���!����!>K�)������i+�>�����1C@�$+���l��<X����������������`�+�I���,�+�����I�"E��G�����.!<.�`+

����$.�	���i+�>����������������+�����
���K��:�/��%�"E��G���.!<.�`+����"�>��0+$��1�����1
��.I�)���

���������!��0+��$�+5�$%�)��

��;�</��������������!%�"���	�+������$K�����`+�)����+���$?��������������+�n.����E�����������������<%�

�$���"��*�-.��!%�"�����q����"��>E����$>��)��

��
6�5�4�3�2�1�

16�15�18�20�17�14�
  di���<%�������

       Ci>���$��

�$�����$�O�����+�����2�<	H���

�) ��$:��=�+����<	H�3�!%�"�����q�) 

�) ��$:��=�+����<	H�5�!%�"�����q�) 

	) �`+��=�+����<	H����<%�!%�"�����q�k���) 


) �!%�"�����q�����$:�`+��=�+����<	H�) 

 

�/H����e��

1- P(3)=
100

20
=0.2 

2- P(5)=
100

15
=0.15 

3- P(2,4,6)=P(2)+P(4)+P(6)= 51.0
100

16

100

18

100

17
=++   

4- P(2,3,5)=P(2)+P(3)+P(5)= 52.0
100

15

100

20

100

17
=++  

��

������;�� B��QRS�L�����PDF�I8"�*�9I����:�I8���QRS�L����*CDF���

�"E��G���.!<.�`+�i+��>���:!<,���,�	.�������$:����+��E�`+����$����':�������D`+��

�P+��@�"���7.����1�����$:��:!<,��)���<	H����O�9���P�����	

@�9����`+����1
���':�

D�������]�,�[�$���"���+!G���)�"��,����O�9����l�!<>�����9����0+�A">]��B�n.���E�9�����+
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�"��,��.!<.�����G	4��1�;:�����$���.�"��PDF�$����"��*�-.��)���$N�P(di)�I�Dd i ∈ �

��G�:�"'
.�n.���E��+�"��,����<	H����di�$���.�"��)��

��

�;�</������

��P+��@�"���7.����1���"��,��/<:�`+�/K�H��������+��"E�G���.!<.��
 � (� , �� , 
 , � , � , � , � , � , �)           ,     n=� 

� ���:!<,�D��!��$��!4��+��&�!K������
D �{� , � , 
}= {di  ,  i=�,�,	}              ,     m=	 

� ������n.���ECi���������di����$����':���
C1=�             ,              C2=	              ,                C4=� 

� �����$.������� !�������2�<	H���

P(1)=
9

5
         ,               P(2)=

9

3
             ,              P(4)=

9

1
 

��

��N�+"�����[!E��������*�(	����+���Z�������*�!���

�
=

=++=
3

1

1
9

1

9

3

9

5
)(

i

idP  

��<.����@�+�+������<	H��9�����PDF����.!<.���������������!�(����=+�!Z��1�����$%������*�-.��+��/=%����

�I��$����*�-.�"NE�di�I��$����*�-.���!<:��!(������P(di)�$%���"������)������+�<.�0+�Bar 

diagram.���$���.�"��L)��

��
��

��

�����������$%�h������$:������:!<,���������=�+�,.5���A����!>K�BD�������P�����"������C	���fff�����!���

������!%���m���@��1
�.;c��������=�+����<	H��d������D�K�E����DD ⊂′���I�},{ jk ddD ≡′������$�N��$�%���
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��1���)����������"2�<	H��0)(DP ′�����+��)( jk dddP ≤≤�������!%�"�������*�-.��)����*����3�!�?�������

����+0����m����P����"�����C	���"��,����<	H����O�9����)��

�
=

=≤≤
j

ki

ijk dPdddP )()(                               ( �f	 ) 

������������"2�<	H��[!E��Z���d������:!<,�����dD>	��D′����$�%���ADddDd jk ⊂≡′∈ },,{ ��B��*�-�.

�������"2�<	H���.�$���"�d��DK�E����dD>	��[dk , dj]�$%���)����"2�<	H��[!E��Z�����8+��&��'>�

����d������+��N�����"=+�dk,dk+1,…,dj-1,dj����������������������0�+����<	H���.�$���"��*�-.�$���3��	.�����d�

����"��!�2����$N������	�!�O��DK�E[dk , dj]�$������	4��)��

��9���C����Dd i ∈������������"><,����O�9�����!%�"��������+��/=%�������(CDF)�����.!<.�"��,�����"���

�$���.)��

�
≤

∈=
ij

ii dPdC )()( [0,1]                               A��f	B �

��

�;�</������

���

���c����	f	�9����*�!��"��CDF!G�����������'��(���+��&���

C(d1)=P(d1)=
9

5
 

C(d2)=P(d1)+P(d2)=
9

8

9

3

9

5
=+  

C(d3)= P(d1)+P(d2)+P(d3)= 1
9

1

9

3

9

5
=++  

��	

@�&����V���+�<.�"�(����+��/=%���CDF����1'
.�di��1����$%������*�-.)��

��

��
��
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�9��������!%�"���$��-�CDF!4��������1����+��F�e��

�B �9������$N�CDF�1���1'c���-�<��) 

�B �9���CDF�1�����!>K�9����`+�) 

	B �9������$N�CDF�0+�	@�L����������di�"�>+�dm��1���$H��������C(dm)=1 

� ��9����!W:�0+�45CDF�$���"��*�-.����/����<	H��)��

��

�;�</�����

���c�����f	�9����*�!��"��CDF�����'��(���+��&�!G�������

��<%�������`+��  C(�)=P(�)=0.14�

����<%�������  C(�)=CP(�)+P(�)=0.14 +0.17=0.31 

����<%	�������  C(	)= C(�)+P(	)=�0.31+0.20=0.51 

����<%
�������  C(
)=C(	)+P(
)=0.51 +0.18=0.69 

����<%��������  C(�)=C(
)+P(�)=0.69 +0.15=0.84 

����<%��������  C(�)=C(�)+P(�)=0.84 +0.16=1�

���$N��0+�	-�������!%�"���7H;�CDF�"�>+� C(6)�$%���"��$H����
��)��

�&����V���+�<.�"�(��CDF��!<.�P�����/']���c����7.�*�!��"�����)��

��

��������	���P7��(���(/�(Mean of a sample)���

����+��E�i+��>���:!<,���D�P+��@�"���7.������.5���
 � (1 , 2 , … , n)          ,           D�{d1,d2,…,dm} 

���
���$:M��.!<.�M�!	���+�0�8.��������+��&�!G���$%�i+�>���$���.�"��)��

[ ]m

n

i

i dd
n

M ,
1

1

1

∈= �
=

ε               ,              A	f	B �

��������*�-.�*�!��"�M��!%�"���'��(��L�.��+���Z���������

�
=

=
m

i

ii dPdM
1

)(                    ,             A
f	��B �

�����&�'z��0����*�!��"�����[!E��Z���e��

M
n

dC
nn

C
ddPd

m

i

in

m

i

m

i

m

i

ii

i

iii ==+++=== �� � �
== = = 1

2

1 1 1

1

1
)(

n

11
)()( εεεε �  

���������������9<?��!���O����<:���,�	.����1
���':�����!<.���'>��0����*�!��"������.!<.�`+�0�8.���A�(�

��.!<.��K��:���$>�����P�
N���.!<.���(m)�hDo���1�;:����*�-.��+���!%�"�����)��
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M=E()=  �0�8.��� =  �M�!	� = ε              ,          A�f	B �

��

�1�;:E�iC���(Mathematical Expectation)��!%�"���$.�!4�"X�+��$������)�����$�+��

���������1�;:�������8+��P���`+�"X�+��$�������1E�@��7.�������	]�$�%���"��������������"diP(di)�

��!%�"����<:�A��!��E
f	)�B��

E�$%���"���+��F�!4��������1���"Z4��!���O��`+�)��
1-E(k)=k 
2-E(k)=kE() 
3-E(k+)=k+E() 
4-E( �� =

j

j

j

j
E )()( εε  

 j������j=1,2,…,s ���$>�����$����':�S���
����$>������.�@�$?��.!<.�m��:!<,������K��:�

�*�%�i+��>�D j)� j����$+�'.�j�"����=���!K����1����.!<.�`+��$����*�-.�"2���!%���'	%��

�����������8+��&��'>��1����.!<.�`+������G�:��$����*�-.j����������1������.!<.�`+����$H���G�:�`+�

��=���!K��� j�����.!<.�����`+�/4���1����$:�`+�)�@�9 = ( 1 

5-E()=  1�
5-E(E())= E() 
 

��

�;�</������

����c������$%�������.!<.�0�8.���	f	��!��E�������C	���������A	f	�BA
f	�B�$+�5�1�$�)��
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=
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j

ii dPdEM ε  

� ���!��E������1���YX�A	f	�B�A
f	�B�����$���!4�".�
=+�3�!?)��

��

����������C	������"E��G���.!<.�`+�0�8.�����'��(�����1���h2�?��������A
f	�B�������'���(������1������-�

�����`�.�=��������>��L����)�������������������<	H���@���!%�"���$+��12!���������-��0+�P(di)���J��<�%�

�����Ci��P����"ND��`�.�=��������*�����c<������)�/=%���	f	�����c������!?!���+��N�����	f	�

���������������ZN.�`+����1'
.����>��L����1�����������]����C	�����!������w$'o��������������]��CK���
�����

�p!<,����.�<���ZN.����1'
.o��!%�"���'��(��)��

��
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�����������ZN.����1'
.����>���ZN.�������$�5�1�$���DK�Eo�������������.!<.�0�8.�����L�?�1
��.��L����)�����

������������������!���E�����$�%��'���(��0�8.�����I�`��.�=�����[!E�1���-������
f	����������*��0�8.��������

(Weighted Mean)��L�.���G�:����*5�������$�+!@�"Dd i ∈����$.���"�>+�J�!4���<	H���

P(di)�0+��1����$%�)��

��

��������	���P7�T��7�*�(Variance of a Sample)���

� ��">]���.!<.�*5�0�8.������$N���M�P+��@�"���7.���������
 � (1 + 2 + … + n) 

���
���$:S2�����+��/=%��$%�i+�>���n.�+�(Dispersion)�$���.�"���.!<.�)��

�
=

−=
n

i

i M
n

S
1

22 )(
1

ε  

��

�"�>+�n.�+���\?S����Standard deviationA����>��v��(.��B$���.�"���.!<.)��

��.!<.�0����Z����0	E�@��7.��������:!<,���D�1%!.�*�!��"����

��
==

=
m

j

jj

n

i

i dPd
n 1

2

1

2 )(
1

ε  

8+���!��E�*�!��"��[!E��Z����������C	�������������S2���5�1�$��e��
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m

j

jj

n

i

i MddPM
n

S
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2

1

22 ))(()(
1

ε                       A�f	����B �

�������1��C@�*�!����"���n.���+����!�����O������<:��/��K�H����1
�����':�E����2))(( εε E−��

�+2))(( MddP jj −��

��!%�"���	%!.��+��&�!G��l�!<>���$%���"���

( ) )())(( 22 εεε VarEES =−=                          �f	����������������������B  a) 

��!%�"�������M
���+��&�!K����[!E��Z���e��
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I�����.!<.�`+�n.�+��*�!��"��`�.�=��������-���!?!���?!����A�f	�B��/c��P	
���"���+��*�<

�����*��r�N.A�/=%	f	�B����1'
.M�1
.���)��
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�;�</������
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����0+�+�����������1+!2���)���8.�����'��(������!Z��<����`+�0����.!<.������2��>�����1������	���I�
f	�

��!%����C	��)��

��

��������	���P7�H�ER�/��7�-��,�U���*����(/(Median and Range)���

��.!<.�`+��.���I��An2 , … , 1 , B � ����I��A Med(�&�!K������I��!%�"�������*�-.

�����n���E�n��!%�"��i+�>��k���)�����n
���':��.����I���E�����+��E����"Z���G�:����1

��$%�h������

)
2

1
(

)( += nMed εε                             A��f	������B �

�����n��G�:���0�8.�������1
���':��.����I�k��
2

1
2

, nn εε
+

���

�
�
�

�
�
�
�

�
+=

+
2

1
2

2

1
)( nnMed εεε                                A��f	��B �

��

�;�</������

���.!<.A�, � ,
 ,�, 	 ,�B��P+��@�"���7.�������)�0��>������Med()������!4�����.!<.����I�

��l;c���P����"��h����"2L.���!4����!>K�1�?A�, � ,
 ,	, � ,�B���*5���������n=��"���

�$%���)��=�#�,.5���n�1%���P���!4�1���k�� 

5.3)43(
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1
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1
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1
)( 43

2
1
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=+=+=�
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�
+=

+
εεεεε nnMed  

���������$%�������.!<.��.�����!Z��<��������c��	f	����n�O���������������!>�K�1��?����*5�*�����h�������

�P+�5�"��1�$���
  � (1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 2 , 2 , 2 , 4)     n=9 

��,�+����n�P+����nO�1�����E�e��
=== + 5

2

1)( εεε nMed 1�

��U��(Range)����.!<.),,1,( nii �=≡ εε����G��:�0+�	@�L��0���v;	4�����1
���':�)( lε��

�G�:�0+�	=�!�)( Sε��.!<.����)��

SlRa εεε −=)(                                     A��f	B �

�1%���P���!4���!>K�1�?�����$%�h�����.!<.�`+������0+������e��

1)( εεε −= nRa                                   ��f	B a) 
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.�`+�t�:�i+��>���:!<,�����*�!��"������.!<D�{dj , j=1,…,m}���5�1�$��L�.�*5�I��)

��M������7.�M����&�!G�+������f	���a��f	�����!��$��!4�&��':�e��

Sl ddDRaRa −== )()(ε                                 A�	f	B �

1)()( ddDRaRa m −==ε                                    �	f�B a)� 

��

�;�</	����

���c�����f	�������$�%�h�����.!<.�n=9�� �(1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 2 , 2 , 2 , 4) ��P�+��������)

�*5�i+��>���:!<,�   D�{1, 2 , 4}  ,  m=3 �$%���"��)�����!���E����*5�t��:�0���>������

a��f	����+�a�	f	���P�����"�����C	�������������������������������������������)�������������������������4-

1=3   =−= 1)( εεε nRa��
=−= 1)( ddRa mε 4-1=3 

���������c������������.!<.�i�D	���&�G�-������0+���<��4���	f	�����[!�E���������c������������

�P����"��*�����K;4��!Z��$.���$%��'��(�)��
6.1=M       ,       8.02 =S        ,        94.0=S      ,       1)( =εMed       ,      

3)( =εRa  

A���1�;:��!?(-)������������������"���P�]��*5�*�!������=���$����*�-.���������$:�������P]��0+�45������

�$%��)B��

��

�����������0�I�S�*������	����(Histograms and Polygons)���

��������K��:���$>��$>�������H���m�����.!<.�`+��������$.��I�(size)�������$%�$��!4��$���.��.!<.�*5��)��K��:

��������{�L��L+����+����$.������.!<.�`+m��������$>�����hDo���;��(Classes)�������+��(Categories)�

�$.!%�"��P�
N��)���@�����;����ni��G�:����(ni < n)����1�����$�%�/�=-����)�������;������

���������t��:�l�!<>���.!<.�����$�����@��+��$��(Range)������$�����"��0���>����.5��)����t��:�n|���

�������$>���������.!�<.k������D���!���DK�E�k+1�������������(Class-Boundary)������+�(Class-Limit)�

����$����"��P�
N��)���������$����"��3��	.����
���������DK�E�l�!<>��)�������"��+��O��"#��������0���v;	4�

�����������;��t�:�����;(Class-width)����$���.�"���)��������P�,H�����;�����/4����K��:���$>�

���;�(Class-Count)��+�(Class-Frequency)�$���.�"���)�������;�����[!�E����<:�����5���

��.!<.��$��(classification of the sample)�$���.�"��)������;����.!<.�`+�"=�E��@��+�<.

����
���+��'>?��D��!������$%�������������!�<.�$��%���"����;���`�+��$��+�<.���$�����������"#���/�Z	

A���@!	
���B�$���.�"���.!<.�*5)��



���������	
��������������������������������������

 25 

��

�;�</�
�����

�P+��@�"���7.��������+���.!<.e��
  � (17 , 3 , 2 , 8 , 1 , 5 , 2 , 4 , 6 , 15 ,� 8 , 9 , 2 , 4 , 10 , 9 , 11 , 12 , 

4 , 5 , 8 , 6 , 7, 4,5)             ,              n=25 

}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}��

w�f� ���

�����DK�Ea����b��!%�i+�>��$.�!��"���+��/=%���������e��

�f ������������DK�E(a,b)����"�>+��$����"��*�-.�(x : a<x<b) 

�f ��������	
���DK�E[a,b]����"�>+��$����"��*�-.�(x : a�x�b) 

	f �	
���DK�Ef����������(a,b]��$����"��*�-.�����"�>+(x : a<x�b) 


f �����DK�Ef��������	
�[a,b)����"�>+��$����"��*�-.�(x : a�x<b) 

��������������������/�K�!E�������:!<,����!�~������������]�����,�+��������C	�����!��P#;:�0���dE�!����,+������

i+�>��[!E�������������P+��@�"���7.�����:!<,��`+�/c������)��������r��N.��:!<,�����/K�!E�0+���=�+������

<��/��]����-E������:!<,�������.5�I�$�%���L�(Compact set)�P���.�"��)��

}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}��

�t�:�1
�.(Range)��.!<.���!��E�������C	���������A��f	�B�P����"���'��(�)��
=−= SlRa εεε )( 17-1=16 

�
N���+����
���DK�E����������.!<.�t�:����P����"��t�E��!%�P��
[1 , 5]        ,         (5 , 9]        ,         (9 , 13]        ,        (13 , 17] 

����$����':�[!E�/K�!E�/4����K��:���$>�e��
C1( [1 , 5] )=12           ,          C2((5 , 9] )=8            ,            C3((9 , 13] )=3         
,       C4((13 , 17] )=2 

�����.!<.����@!	
����+����!<.�1����$%������*�-.��+��/=%�����)��������DK�E��$�+�<.�"NE���!(�

��$�+�<.���!<:��!(�����.5�������Ci�$�%���"�����) 



���������	
��������������������������������������

 26 

��
��

����������DK�E�������/�Z	
��`+�[!E�/=%���A�;��B����������$>����
��*5�p�C�������1����$%�P��

������$%���"���;��*5��K��:�)��!4�l�!<>�����������������!�<.���+��YZ��������!�%�"���	�A����1H�
���9�<?

������/�Z	
�B����$%���$H��������)��������$>�����P����"��t�Ek��������K��:������;�Ci�������;����������

����=+�!Z�nC
k

i

i =�
=1

�t���:��(Class-width)������������
��������.5���P��+����$��%����)���

����!<.��+��1H�
��&�!G�+�(a)����1���������e��

∆=∆=∆++∆+∆= �
=

nCCCCa
k

i

ik

1

21 �  

�����������������������/�Z	
�����p�C����1
�E������@�$H�����������!<.��+��1H�
���=�+������n����P�
�N��

��P����)��������������/�Z	
�����$+$?�p�C����&�!G�+����
∆

=
n

C
Ci

~��������$����.�"��"'
.�J��<%���.5����

����!��$��!4A������������"'
.�J��<%�������"'
.�J��<%�0+��f�f	�����`�+�"���,�����<	H������

�������$�����
+�N��$���"��*�-.����������G�:�)�����������������!�?!����K��:�"'
�.�J��<%��������,�+�����"2

�P+�����������DK�E�`+B��

��

�;�</��������

���c������f	�P+������ n=��
���"'
.�����J��<%�*��5�1�$�������iC
~��+��N��iC����

������n�=�P����"��P�
N��)��

12.0
100

12~
1 ==C    ,      08.0

100

8~
2 ==C    ,     03.0

100

3~
3 ==C    ,    

02.0
100

2~
4 ==C  
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����������������������"]�������H�*��<������$.�!��"�����!<.�/=%�I����/�Z	
��p�C����$+$?��+��N��0	E�@��7.������

�������" �-��$.�<�/%����������������!%�t!:�$+$?��������$.��d��Z����!<�:��!(���)�������P#��]��!(�

�/�=%�1����1<�
f	�$���"��*�-.����$+$?�����J��<%�)��

����!<.��+��1H�
��I�"'
.�����J��<%�0	E�@��7.������(a)��!%�"��$H����������
a=4×0.12+ 4×0.08+ 4×0.03+ 4×0.02=1 

��'��(����a����@�$H��������$+������1(K���+��N�iC
~��!%�"��1��z���)��

�����������������������!<.�"NE���!(�����1�<��0+�	=�!���0+�	@�L�����P����t�El����s���P����"��*�-.�

A���/=%���
f	��������=l������������s��$%���"���B��������"�:�E��D�K�E��������],[ baD =′�����D�K�E����

],[ ls����������!<.��+��YZ��*�!��"��I�)(D′∝������`�+���C�K�0������$�:������������!<.��'��(�����

����!��$��!4�)�����*�!��"��1�?�0+$�∝�������������D�K�E��������1E�@��7.����">��������������":���E],[ ls�����

��� [0,1]�$���"���+!G��)����!%�"���$+��"@��
��0+������∝��������<	H��9�����`�+�$�.�!��"��

A������f��B��+�I����������<	H����O�9��!�����"=+I����d�]���!Z��PDF��.!<.���$%����)���0�����l�<D
��

�">���A∝�B�1%���$��!4��.!<.�*������;���� ����"8	
�)��

�������������":�E��DK�E������<	H�����$+5�"�����0����[!E�RH�'����D′�����DK�E����],[ ls�������+��YZ��������

�$%���"��":�E��DK�E�������!<.�)����/=�%������!�<:��!�(���8+��v� ���
f	����$�����*�-�.�

��!�.�&��<	H���!��$A��������!�L�����!<.������Bar diagram������f�f	�N��+��
$���B)��

;�</�������

�/�%�����>?������
f	���<	H������!%���m��1���0=<��)(DP ′I�[6,10] =′DI���+�����<	H���

��.!<.��G�:�`+��=�+�A�l;c�x�B��0��6��10����+�1����$N��$%����8+��&��':�e��
P(6�x�10) = ? 

��DK�E�������!<.��+��1H�
�����1
���':�3�!?[6,10] �/=%��������
f	�a�-���!%������

�1����$%��
P(6�x�10)=P(6�x�9)+ P(9<x�10)=(9 -6)×0.08 +(10-9)×0.03 =0.27 

����v� ���+�����������8"���>]���.!<.����"�������c������f	�������������"�>]����$�>�������!�%�"����!�D>��

:������DK�E�����!?!���K���6,10���
���9������������������!��36.0100
25

9
=×����"��>+�36���$�K���

�$%���"���.!<.�)������+1���������">]����<	H��010)= 0.36  �x�P(6����1��$����$�N���������

����!<.�����$�5A0.27�B�V�+������&�)��

����v;	4��0+��������%�.��.!<.��$�����;���� �����	-"���!%�"���)����������@���!%�"���	��!��v;	4��0+�

��I���.5��������"#����;������.!<.���K��:������$�6I$��.�x];�
N����!%�P�)��



���������	
��������������������������������������

 28 

������������������.!<.����"8	
������$.�"K�4�J�����!<.�`+���,+��)�������1'(K�0+������	-����2!N��0+����

�$%�$��!�.)��

��

�;�</�������

�%�������.!<.����������+������;������@����c������$��f	�P����3��	.����
[0.7 , 4.8]       ,       (4.8 , 8.9]       ,        (8.9 , 13]        ,          (13 , 17.1] 

������4�t�:�������
���DK�E��=4.1�1%���P���!4�)��

�����;��J��<%A��;��/4����K��:���$>��B����$����':e��
C1=9           ,             C2=9            ,             C3=5           ,             C4=2 

��1�<��n��������n�=25×4.1=102.5��!��$��!4��)����$����':�"'
.�����J��<%e��

0878.0
5.102

9~~
21 === CC      ,        0488.0

5.102

5~
3 ==C       ,      

0195.0
5.102

2~
4 ==C  

��.!<.�$+$?����!<.%�����/=�f	��!%�"���$+��)��

��
��

���<	H�P(6�x�10)��!%�"���'��(��0�����$%������!%���YZ��I���
P(6�x�10)=P(6�x�8.9)+P(8.9<x�10)=2.9×0.0878+1.1×0.0488=0.31 

��������">]����<	H������	=+�L.�"D�4�[!E���$N�(0.36)�����������$�:������
�+�N�����I�0.27���������!�<.��������

�$%���"��1����$�5�1�$��"<+$])��

<.������������D�K�E�����L����r�N.��D��!��������!<.�`+��+�(Class-Midpoint)�������r��N.�*5�p��C�����

A��������;��������r!����"'
.�J��<%�B�����$�������0@�"DO�`+�)������������0�@�"�DO���+��YZ�����=�+�������
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���������������������P������E��X�����!�<.�����	.�������8+����$	������"=+��DK�E���P+�!',��$%���$H����
��)

�L����r�N.��D��!��I�DK�E���0+��ls ′′,�!%�"���	�
��0@�"DO�I��)��!�%�"���$+��"@���
���

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

������0@�"DO��+��YZ�����)∝′(�������$%���"����<	H��9����&��K!G4�������L�.��)��"�>+∝′����9��!�����"=+�

�����<	H����OPDF�����$%���"���.!<.��)������0+��∝′����������"�:�E��DK�E������<	H��0��>�������$.�!��"��

],[],[ lsbaD ′′⊂=′���������@����]����C	�����!���)�����������&��:�C����L�.�0@�"DO�������1%����7.����$+��

�$�	
�.�&��<	H���$�+�<.)��

��

�;�</������

�/=%����!<.����r!����0@�"DO
f	�/=%����I�f	�$%�������+�<.��1���) 

��"�>+�0@�"DO��+��YZ��I����!<.���7.a�$%���$H����
��$+����)��/=�%�0@�"DO����r�%�0+��f

	�1������]��� 

)�
�

�
�
�

�
×+++++++×= 02.0

2

1
)02.003.0(

2

1
)03.008.0(

2

1
)08.012.0(

2

1
12.0

2

1
4a��

 ( ) 00.102.005.011.020.012.02 =++++=  

������<	H��0��>������P(6�x�10)����������DK�E�������0@�"DO��+��1H�
��[6,10]�����������!�%���YZ��I�

����/=%�����$%�f	��'��(��I�����P����"����)�����������������r��N.�������0�@�"�DO�p��C����������=�+������6��10�

����$.������h�����������P����"���'��(�0.090���0.0425 �P+����n|��I����

27.006125.03085.01

)0425.008.0(
2

1
3)08.009.0(

2

1
1)107()76()106(

=×+×=

+×++×=≤<+≤≤=≤≤ xPxPxP

�1����$�5�1�$��[!�E���<	H����������!<�.�M��!��������$�N�����1���������[!�E��,�	.)��
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����"DO�����!<.��,�+���������������P+������,+������.!<.�`+���<	H�����r!����0@��)�������"�������������0�<����7.

�9�������r!����0@�"DO�����!<.���!�����*�!�CDF�h�������������.5�����.!<.� 

Cumulative Histogram��Cumulative polygon�����������,.��P����.�"����)�������,�+����

��9���CDF�����!��E�I�	f���������V���+��/=%����I��������P����"�����C	���1����	E�+�A��)�����!���E����5��+

�f	e��� �
≤

∈=
ij

ji dPdC ]1,0[)()(B��

�
≤

− <<=≤=
ax

ii

i

xxxPaxPaC )()()( 1                            A�
f	B  

��

�;�</�������

�������������P�����"���P������[!E����2�c������$%�������.!<.�"><,��0@�"DO��"><,�����!<.���c��0+����

������"><,�����!<.�P����������/=%��
f	�����P����"�����C	���A���������������C	�����������$�%����	%���� ���

��K��:����`+������<	H��I����!<."+�������1����CK���
���-�<��B��
C(1) = P(1)=0 
C(5) = P[1 , 5] = 4×0.12 = 0.48 
C(9) = C(5)+P(5 , 9] = 0.48 + 4×0.08 = 0.48 + 0.32 = 0.80 
C(13) = C(9)+P(9 , 13] = 0.80 + 4×0.03 = 0.80 + 0.12= 0.92 
C(17) = C(13)+P(13 , 17] = 0.92 + 4×0.02 = 0.92 + 0.08= 1 

�/=%�f	<.��+�<.�!�$%���"��[!E�"><,�����)��

 
��

�/=%�������C	����������+��&�'��(��"><,��0@�"DO�P��������f	�P����"����,.����
C(-1) = 0 

C(3) = P[-1 , 3] = 24.0)12.04(
2

1
=×  
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00.102.04
2

1
96.0]19,15()15()19(

96.0)02.003.0(4
2

1
86.0]15,11()11()15(

86.0)03.008.0(4
2

1
64.0]11,7()7()11(

64.0)08.012.0(4
2

1
24.0]7,3()3()7(

=××+=+=

=+×+=+=

=+×+=+=

=+×+=+=

PCC

PCC

PCC

PCC

 

��/=%�f	��������$%���"��[!E�0@�"DO��+�<.��)�������/=%�����/=%�0+�����f	�������9�����`�+�&��K!G�4�

CDFA����c�
f	�B�1���*�+�<.) 

 
 

�������=%������?!�����f	�����f	���������������;�������L����r�N.����"><,��0@�"DO�����!%�"���7H;��

����������"�����C	���"><,�����!<.������.5�p�C������������������0�@�"�DO��"�><,�����!�<.�0����r�'����0+�������I�$

�$%���"��0@�"DO�����!<.�0���r�'������7.�*5�"><,��)��

������9����1>�' �����?!����CDF����������������"��(�����+��YZ���I�/����<	H��`+�����!%�"���7H;��PDF�

�������������������������"��(��������ZN.�*5�p��C��������M�NE�I���7.���!���ZN.�`+����p�%��ZN.�����!%�"��a�-�

CDF������!%�"��a�-��)�������������������<	H��0���>��������*�!��"�����"><,��0@�"DO��+�����!<.�0+������

P[a,b]���I�a<b������������]����C	�����!��I��)�����������ZN.�p�C�������1�����������<	H��0+�b�������I��"��(������I�

�"�(�����CDF��ZN.�p�C����������I�a)���

��

�;�</�������

����<	H����$N�P[6,10]�������C	�����������

w�f���/=%����"><,�����!<.�f	� 
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3�f��/=%����"><,��0@�"DO�f	 

�$�����'��(�)��

w�f������r�N.����r!����&�:�C���6��10����/=%�����f	�����$����':�h��������I�h������������I�

���0.56��0.83�P+����0+�������e 

27.056.083.0)106(]10,6[ =−=≤≤= xPP  

���c��0@�"DO�������1
.�<����$N��0+��
f	1����$�5�1�$����

3�f���&�:�C���������r!���6��10����/=%�����f	�������������$�����':�h���������I�h��������������

0.54��0.805�P+����0+�������e 

27.054.0805.0)106(]10,6[ =−=≤≤= xPP  

���c��0@�"DO�������1���*�<���������$�5�1�$����$N��
f	�1����$�5�1�$��)��

��	=�!��t��:���������;��3��	.�� �������1C@�$+��� I�R�('��0+���<��4�������h�����

�0@�"DO�����!<.������*�!��"��I��.!<.�`+�����A�"><,���+�"><,����o�B�1�$���$%����CG�

���5�)�/<:������CG��$.!%�"���$+�����v�K���=%��I�*����)��

��

�����I=��E���(V /�P7���/#�(Random Variable)���

������I=��E���((V /�*�I=��E��L������

��������12!�����,+���!7�������������D�K�E����<	H��0��>�����r!����/#�
��/H�����	-���1:�A��p!�?�

������������0@�"DO�����!<.�����!%�f�f	�B���������1���������>�!�������	'�����J�����5�PD:�)��0+����

������������������i�+�>����.!<.�`+�����	

@�i+��>���:!<,��������I���$:���<	H����O�9������,��J�

��������%�"���	E�@���=����	'�����9��!��I�$.!%�"���$.!�)���������������$�+����i+�>�����1
�.������=�+�������e

�P+����O�"��">]�����.�����I�"E��G����V	���"E��G��9����)��

�9�������1
���':�"E��G��9����`+x�a�-���.��:!<,��`+�����U ��:!<,��������R��+!G��

�$���"�)��
}{ RUx →∈  

A�������9�������V	��$���R('�����l�$>�}{ m
RUx →∈������m

R������*�!������1
���':�m������:!<,�����

R��!%�"�������M
��)B��

���������������������������������������������������������������

��"��,���!D�:�������U���"	<
]��+��/�����!Z��1���0=<��$%����!D>��*5��)�����5��!D:

�t�E�:!<,�����$���"��U$���"������*5�����	4��%�.�"	<
]�����+��1����	4��%�.� 

��



���������	
��������������������������������������

 33 

�������������������!%�"����'>���!Z�+��[!E��Z���Uu ∈��9�����I�x����$�N��������Rux ∈)(��"���

$%���)����:!<,��*�!��a�-���.�1D:�������U������"G�-���!��E�*�!��"<.�x������������$�O�

�����C	������"2�4�"E��G��9����R('���=�+��*����*�-.���P+����O�"���+�����,����-��1
�.�)��

�����9�������$����t�Ex��������������������$�N��`�+�$�	E��"�����=������������"<	
����+�"��8	������1
���':�

x(u)$���"��$�2!��)��

��

�
� ���

������������������'z��������,.��*�!���"������������������8	���"D4���*�<	4������p; ��*$������+���N��1x(u)�

�������$%���"����8	�������$�5�*����)������������+���N�����"E�������+����$>�����"	]x(u)��������"���I�$�%�1�'z�

�"'
.�J��<%��������!<.�P�.�!�x(u)��DK�E����������[x0 , x1]���P�����P����$���"��*�-.��)

����t�E���=�+�������Q�����$.�������+��N����+��x(u)��������������%�P�.�!���"�������P�+���������5�9<?��J��<

������`�!������	4���DK�E����"'
.dx�����������������@!	
������+����!�<.���,�	.����������'��(������v��K�

�P+�����1�$��)��DK�E����"'
.�J��<%�$H[x , x+dx]
N����I��DK�E�t�:����Pdx��"�	]�I�

dx�������$���"��/����CK�1<
���)����9����1���"	�<�x���������.5����)(xΦ�P����"��*�-.��)����9�����0�+

Rx ∈����������R�����$���"���+!G���)�������������$�N��`+���������0+������x(u)���������9�������������$�N��`�+�

)(xΦ���1%���$��!4��!?��)�����������������[!E���8	���/GH������1C@��!%�"��"X�+��*������

������k��`+��!%�"��0%�( ))(),( xux Φ����$%���"���������$���.�"��"E��G����V	����.5����)��1����!���

����x(u)������������9�����=�+��0	E�@��7.�������I�"#�����������)(xΦ���������������V	��I�1�����!�D>��L��.��� !����

�$���.�"��"E��G�)��

������9��������!%�"���7H;�Φ����������������:!<,������d�D>	��������CK��+��1'c����+��N�������������$�:��

��"N�NHR�����$���"��^�����$�%���"���)�9�����8+��&��'>�)(xΦ�����"C�����o�R����$�%�i�+�>��

��1���)�������9��!�����":!.�����G(������*���!4��;>�Φ�����������������@�����8	.��/��]��������P���!4�

R����P��1���"�>+�$�%���R�$�%����	�!�O�)��

��

������;�� B��QRS�L����PDF�*��CDFI=��E���(V /�P7���

��9���Φ������"E��G����V	�����dD>	��x��������������������f�f	����������<	H����O�9�����!��R(����!��x�

$�������)������������1
.����.!<.�`+�"��,����<	H����O�9�������>����.5�*�!��"��)������9�����i�+�>����Φ�

�"���!D>���	%\@������������!%e��



���������	
��������������������������������������

 34 

��

)��

�
+∞
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= 1)( dxxϕ                                                 A��f	B �

�$%���$H����
��$+����$%�v�K����!<.��+��YZ��*!�)��

���1�K�4�0+��!����9����PDF���I�Φ����$%���"��I�����#�?�������"C�����o�����@����8	.��/��]�*�!��F�!4�

�����$�%���"��������)���������2��>�����P����"���7H;���f	�������������=�+������������r��%����1
����':�

dxx)(Φ�������!%��$���.���<	H��`+��)�������`�+���+��/=%���PDF���������1�����$�%������*�-�.��)����$�N�

����8	.���f	�1����$%�a�-���$%������!%���YZ��I) 

��
��

����9����0�>�����8	.�Φ�����DK�E����DD ⊂′������<	H�����)(DP ′����$���.�"���)������$�������<	H���+����

�1����$%�������DK�E)��

∈≤=Φ�
∞−

0

)()( 0

x

xxPdxx [0,1]                                                             ��f	B a)�

�
∞

∈≥=Φ
0

)()( 0

x

xxPdxx [0,1]                                                             ��f	B b)�

∈≤≤=Φ� )()( 21

2

1

xxxPdxx

x

x

[0,1]                                                    ��f	B c) 

�1%���P���!4��,�	.���e��

)(1)( 00 xxPxxP ≤−=≥                                                                  A��f	B  

�����2��8	.�a��f	��b��f	�c��f	�$.���$%�a�-���!%�������+����=%�����)��
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�,��*����7.����$�+����	�!�O���<	H����WE���	

@���<	H����WE�0���[�E��DH���0+����

���!%�)�������9������$N���	

@���<	H����WE���PDF������������i+���>���	
�
@���:!<,������ZN.�������D�

�������$%���"���ZN.�*5���<	H��*�<��)���������+��YZ���	�!�O���WE�����=���!K���PDF������$N�����1���
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������$���"��*�-.������<	H��)��P+$%���%5������!<.�����D~
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